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内 容 简 介 

本 书 系统 地 讲述 非 粘 性 流体 力学 的 基本 理论 ,并 讲述 了 以 水 流 运 动 为 主 
要 对 象 的 明 槽 流动 和 波浪 理论 。 全书 共 分 10 章 , 并 在 附录 中 给 出 有 关 的 一 
些 基本 数学 知识 。 

本 书 可 作为 水 利 `. 水 电 .土木 .环境 海洋 .港口 海岸. 船舱、 机 械 及 其 他 
以 流体 ,特别 是 以 液体 为 对 象 的 工程 专业 研究 生 流 体力 学 课程 教材 或 教学 参 
考 书 。 本 书 有 助 于 提高 广大 水 力学 教师 的 理论 修养 。 与 作者 于 1998 年 由 清 
华 大 学 出 版 社 出 版 的 《粘性 流体 力学 》 相 配合 ,可 以 帮助 读者 深入 理解 不 可 压 
缩 流体 力学 的 全 部 内 容 。 本 书 也 可 作为 有 关 专 业 从 事 科 研 .教学 及 工程 工作 
的 科技 人 员 的 参考 用 书 。 
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本 书 是 1998 年 出 版 的 两 位 作者 的 力作 《粘性 流体 力学 》 一 书 
的 姊妹 篇 。 两 本 著作 共同 涵盖 了 不 可 压缩 流体 力学 的 全 部 内 容 。 
对 主要 感 兴趣 于 非 粘 性 流体 即 理想 流体 运动 的 谈 者 ,本 书 也 目 成 
体系 。 

这 部 著作 基本 上 保持 六 粘性 流体 力学 ?的 与 作风 格 。 距 下 中 
到 理论 的 严谨 ,又 注重 物理 概念 的 描述 。 和 循循善诱 ,深入 浅 出 。 昨 
水 利 .土木 .环境 等 专业 的 研究 生 、 教 师 以 及 工程 技术 人 员 用 于 扒 
高 流体 力学 水 平 的 一 部 好 教材 。 

流体 都 是 有 粘性 的 。 但 所 笠 的 是 ,我 们 日 贡生 话 中 最 笛 见 的 
两 种 流体 一 一 水 和 空气 一 一 都 是 粘性 较 小 的 流体 。 作 为 一 种 近 
似 , 对 流体 忽略 粘性 在 很 多 情况 下 是 可 以 允许 的 。 对 于 大 雷 语 数 
流动 , 则 边界 层 以 外 的 流动 仍然 可 以 按 非 粘性 流动 处 理 。 这 便 给 
韭 粘 性 流体 力学 创造 了 广 阅 的 应 用 空间 ， 

韭 粘 性 流体 力学 ,特别 是 势 流 理论 部 分 ,凝结 了 许多 杰出 的 数 
学 家 和 力学 家 的 智慧 ,有 许多 精美 的 理论 用 于 解决 实际 问题 的 光 
辉 典 范 。 两 位 作者 基于 他 们 多 年 从 事 教 学 和 科研 工作 的 经 验 , 把 
这 些 理论 的 精华 编制 在 一 本 适合 于 工程 专业 研究 生 学 习 的 专 者 
内 ,与 书市 上 众多 的 流体 力学 教材 里 然 不 同 。 

两 位 教授 是 本 领域 的 权威 ,本 书 是 由 他 们 多 年 的 教学 .科研 经 
验 转化 而 来 的 精心 之 作 ,美不胜收 。 深 信 读 者 钻研 之 余 ,定然 获 益 
良 多 , 故 欣 然 为 之 作 序 .并 以 此 将 本 书 郑 重 推荐 给 三 大 读者 。 


中 国 科学 院 院士 不 种 南 
. 由。 
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人 类 的 生存 .生活 和 发 展 都 离 不 开 以 水 和 空气 为 代表 的 流体 ， 
因此 作为 研究 流体 运动 规律 的 流体 力学 具有 强大 的 生命 力 。 流 体 
力学 自 18 世纪 成 为 一 门 学问 , 二 百 余 年 来 随 着 社会 和 生产 的 进 
步 , 得 到 了 不 断 的 充实 与 发 展 。 航 空 航天 技术 的 不 断 更 新 形成 了 
近代 的 空气 动力 学 。 化 学 .材料 和 食品 工业 的 发 展 以 及 近年 来 生 
命 科 学 的 突飞猛进 使 非 牛 顿 流 体力 学 得 到 了 巨大 的 推动 。 核 反应 
堆 .高 坝 和 推进 磺 的 技术 使 两 相 流 力学 更 趋 完善 。 共 流 力学 不 仅 
在 研究 阻力 和 能 量 损失 中 具有 重大 意义 ,而 且 蔡 流 力学 对 随机 性 
和 非 线 性 的 研究 已 广泛 应 用 于 现代 社会 科学 和 目 然 科学 的 各 个 领 
域 。 新 的 科学 技术 领域 要 求 有 新 的 流体 力学 分 文 狂 生 和 发 展 , 同 
时 使 得 作为 一 切 流 体力 党 分 文 赖 以 生存 和 发 展 的 流体 力学 基本 理 
论 得 到 不 断 的 深 化 .完善 和 元 实 。 

对 于 水 利 .土木 、 环 境 .海洋 .港口 等 以 及 一 切 以 水 为 对 象 的 工 
程 专业 研究 生 ,流体 力学 是 一 门 重 要 的 基础 学 科 。 对 于 从 事 有 关 
专业 的 青年 学 者 .工程师 .教师 ,掌握 深入 系统 的 流体 力学 理论 将 
有 利于 事业 的 发 展 。 作 者 编著 的 《粘性 流体 力学 》 于 1998 年 由 清 
华 大 学 出 版 社 出 版 后 ,半年 时 间 即 告 售 髓 ,并 于 次 年 第 2 次 印刷 ， 
说 明 社 会 上 对 这 个 层次 的 书籍 需求 甚 展 。 这 一 现象 也 鼓舞 了 作者 
下 决心 编写 这 本 《粘性 流体 力学 ?的 姊妹 篇 4 非 粘 性 流体 力学 》。 这 
两 本 书 的 总 和 ,可 以 比较 全 面 地 概括 流体 力学 的 基本 理论 。 

《 非 粘 性 流体 力学 》(Inviscid Fluid Mechanics ) 以 不 考虑 粘性 
的 “理想 流体 ”作为 主要 研究 对 象 。 全 书 共 分 10 章 。 前 3 章 讲述 
流体 运动 学 ,流体 运动 的 基本 方程 及 流体 静 力 学 ;第 4 间 介 绍 分 析 

oN 


和 研究 流体 运动 的 一 般 方 法 -一 - 量 纲 分 析 与 相似 原理 :第 5 章 研 
究 流体 的 有 涡 运 动 ; 自 第 6.7.、8 章 深 入 闸 述 对 研究 理想 流体 运动 
极为 重要 的 势 流 理论 ,包括 平面 势 流 、 曼 型 理论 和 三 维 空 间 势 流 由 
于 狂 性 的 作用 往往 主要 表现 为 物体 壁面 附近 的 边界 层 流 动 , 而 边 
界 层 以 外 的 广大 流域 可 由 势 流 求解 ,因此 势 流 理论 具有 十 分 的 重 
要 性 ;第 9 章 和 第 10 章 给 出 了 具有 自由 水 面 的 明 酸 水 流 运 动 和 水 
面 波 浪 运 动 的 基本 现象 与 原理 。 本 书 中 的 某 些 部 分 也 涉及 流体 的 
烙 性 ,但 有 关 粘 性 流体 力学 的 主要 内 容 则 在 《粘性 流体 力学 一 书 
中 阐述 。 

时 代 和 科学 的 进步 并 没有 降低 一 些 基本 理论 的 价值 .对 于 流 
体力 学 也 是 如 此 。 尽 管 由 于 电子 计算 机 的 迅猛 发 展 , 计 算 流 体力 
学 的 突飞猛进 ,使 得 很 多 流体 运动 问题 都 可 通过 计算 机 得 到 解答 ， 
但 是 假如 应 用 和 运行 这 些 计 算 机 的 人 没有 很 好 的 流体 力学 基本 理 
论 的 知识 和 修养 ,就 难以 判断 结果 的 正确 性 并 使 之 发 展 。 做 学 问 
讲究 “三 知 ”, 谓 “ 知 其 始 . 知 其 中 、 知 其 终 "。“ 始 ”是 问题 的 提出 ， 
“中 "是 问题 的 求解 ,而 “ 终 ” 则 是 对 结果 的 判断 、 理 解 和 深化 ,是 “三 
知 ” 中 最 难 的 一 个 阶段 ,从 而 也 可 以 体现 出 不 同 的 水 平 。 计 算 机 帮 
助 了 人 类 而 不 能 代 蔡 人 类 智慧 的 大 脑 , 它 主要 完成 的 是 “中 ”的 阶 
段 而 不 能 代替 人 们 对 始 " 和 ”“ 终 ”的 提出 和 认识 。 人 类 应 驾驭 计算 
机 而 不 能 为 计算 机 所 驾驭 ,这 就 是 我 们 坚持 年 轻 学 者 需要 提高 理 
论 修养 的 一 点 管 宪 之 见 。 

这 本 书 于 1998 年 开始 编著 ,历时 四 年 。 本 书 仍 将 着 力 于 对 流 
体 运动 物理 本 质 的 揭示 和 阅 述 ,并 使 用 一 些 必要 的 数学 丁 具 。 数 
学 的 描述 和 物理 的 解释 紧密 结合 ,使 读者 在 认真 研读 本 书后 能 有 
一 个 深厚 的 流体 力学 基础 。 本 书 的 出 版 如 能 引导 年 轻 学 者 抛 开 社 
会 上 的 东 些 浮躁 和 急功近利 的 心绪 , 静 下 心 来 ,以 人 类 几 千 年 积累 
的 智慧 武装 自己 并 在 为 社会 和 人 民 服 务 的 过 程 中 用 自己 的 智慧 去 
丰富 和 诬 化 流体 力学 的 基本 内 容 , 则 作者 幸 其 。 

o 是 . 


本 书 编 写 时 所 参考 的 有 关 书 籍 均 列 于 全 书 最 后 的 参考 书目 
中 ,而 在 编写 某 些 章节 时 所 参考 的 一 些 专门 书籍 则 在 每 章 后 列 出 。 
书 中 捅 图 凡 引 月 其 他 书籍 或 文献 , 均 在 图 名 后 注 明 。 引 目 全 书 参 
考 书 日 中 者 用 圆 括 绝 人 〇 标明 该 书 序号 , 引 自 某 章 后 有 所 列 书 昌 中 者 
则 用 方 括 弧 [标明 其 序号 。 作 者 在 这 里 同 有 关 出 版 社 和 作者 表示 
深切 的 感谢 。 

本 书 在 成 书 过 程 中 得 到 清华 大 学 陈 永 灿 教 授 、 李 玉 柱 教授 、 贺 
五 洲 教授 和 上 其 他 同仁 的 关心 、 支 持 和 帮助 。 痪 五 洲 教 授 提 供 了 他 
讲授 有 关 谍 程 的 讲稿 提纲 , 余 锡 平 教授 通读 了 全 部 书稿 ,提出 了 不 
少 有 益 的 建议 。 中 国 科 学 院 院 士 林 和 材 南 先生 在 我 们 出 版 了 《粘性 
流体 力学 》--- 书 后 给 了 我 们 很 多 鼓励 ,现在 又 亲自 为 本 书 作 序 。 在 
这 里 我 们 对 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 

虽然 作者 在 编著 本 书 时 璋 尽心 力 `. 字 英名 酌 ,但 是 我 们 人 生 的 
经 历 告 诉 我 们 , 志 界 上 没有 完美 无 瑕 的 东西 。 人 和 何况 我 们 能 力 有 限 ， 
因此 诚 请 读者 批评 指正 。 


曹 曾 南 
i 
草 梓 雄 
2001 年 12 月 
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董 曾 南 。 原籍 天 津 静海 县 ，1932 年 1] 
月 生 。1955 年 毕业 于 清华 大 学 水 利 工 
程 系 。 现 为 清华 大 学 水 利水 电工 程 系 
教授 ， 水 力学 河流 动力 学 专业 博士 生 
导师 ， 清 华 大 学 学 术 委 员 会 委员 。 并 
任 中 国 水 利 学 会 名 誉 理事 ，《 中 国 科 
学 》 等 期 刊 编 委 。 曾 任国 际 水 利 工程 
与 人 妍 究 协 会 (International Association 
of Hydraulic Engineering and 
Research) 理 事 、 副 主席 ， 清 华 大 学 水 
利 工程 系 主任 ， 国 家 教委 工科 力学 教 
学 指导 委员 会 委员 ,中 国 大 百科 全 书 
《水 利 》 卷 编 委 ， 高 速水 力学 国家 重 
凡 实 验 室 学 术 委 员 会 副 主任 ， 中 国 水 
利 名 词 审定 委员 会 委员 等 。 

多 年 来 从 事 水 力学 ， 流 体力 学 的 教 
学 和 研究 工作 。 曾 为 密云 、 三 门 峡 、 
苏州 柯 、 三 峡 等 多 项 重要 水 利 工 程 进 
行 水 工 模型 试验 研究 。 在 水 工 建 筑 物 
明 流 边 宰 层 、 明 槽 亲 流 及 水 工 水 力学 
寺 方 面 发 表 论 文 50 篇 。 曾 获 国 家 教委 科 
技 进步 二 等 奖 3 项 、 三 等 奖 1 项 ,北京 市 
普通 高 校 优秀 教学 成 果 一 等 奖 ， 北 京 市 
优秀 教师 。 主 编 《 水 力学 》 上 册 ， 合 编 
有 《粘性 流体 力学 》。 


章 梓 雄 原籍 浙江 鄞县 ，1944 年 11 月 
生 于 上 海 市 。1965 年 毕业 于 香港 珠海 
书院 。1967 年 于 加 拿 大 Saskatchewan 
大 学 获 硕 士 学 位 。1971 年 于 美国 加 州 
理工 学 院 (Caltech) 获 博士 学 位 。 现 任 
香港 大 学 非 线 性 力学 中 心 主任 及 何 东 
机 械 工程 讲座 教授 ， 靖 华 大 学 、 西 安 
迹 通 大 学 、 天 律 大 和 学、 中 山大 学 ， 大 
连理 工大 学 、 四 川 大 学 、 武 汉 大 学 及 
华南 理工 大 学 客座 教授 ， 上 海 交 通 大 
学 及 复旦 大 学 顾问 教授 ， 中 国 科 学 院 
力学 人 吓 究 所 、 河 海 大 学 及 北京 航空 航 
天 大 学 名 誉 教授 ， 美 国土 木工 程 师 学 
会 、 美 国 机 械 工程 师 学 会 、 香 港 工程 
师 学 会 及 英国 机 械 工程 师 学 会 资深 会 
员 ， 香 港 工 程 院 院士 。 

多 年 来 从 事 粘 性 流动 、 疲 痕 理 论 、 
非 线 性 水 波 、 两 物体 相互 作用 下 的 水 
动力 学 问题 、 通 过 多 和 孔 介 质 的 流动 、 
水 下 声学 、 海 港 基 计 与 研究 等 方面 的 
研究 工作 。 发 表 论 文 238 篇 。 合 编 有 
《粘性 流体 力学 》。 
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流体 力学 是 研究 流体 运动 规律 的 科学 。 所 谓 流 体 运 动 , 不 只 
是 流体 的 机 械 运 动 ,而且 还 包括 了 流体 的 其 他 运动 形 云 , 例 如 热 运 
动 .分 子 运 动 等 。 本 书 着 重 研 究 流 体 的 机 械 运 动 ,如 流体 在 时 间 和 
空间 中 位 置 的 变化 ,包括 : 流动 .转动 .变形 .振动 .波动 .扩散 等 。 
流体 的 平衡 或 静止 是 流体 机 械 运 动 的 特殊 情况 。 机 械 运 动 是 物质 
运动 的 最 基本 的 形式 ,使 流体 运动 状态 发 生变 化 的 原因 是 作用 在 
流体 上 的 力 。 流 体 和 流动 边界 (包括 固体 边界 和 其 他 流体 的 边界 ) 
的 相互 作用 是 影响 流体 运动 的 外 在 的 重要 因素 。 


0.1 流 体 


根据 物质 的 分 子 或 原子 集团 在 一 定 温 度 和 压强 条 件 下 的 诊 集 
状态 而 将 物质 分 为 固体 、 液 体 和 气体 ,其 中 液体 和 气体 合 称 为 流体 
(fluid)。 固 体 具 有 一 定 的 形状 , 受 力 后 其 形状 会 有 改变 ,变化 的 程 
度 与 作用 力 有 确定 性 的 天 系 。 例 如 图 0-1(a) 中 当 固 体 ABCD 受 
到 前 切 力 下 的 作用 产生 变形 ,变形 后 为 ABC D' 。 在 固体 的 弹性 
阶段, 变形 角 9 与 切 应 力 t==F/A 成 线性 关系 ,r= 二 7Y0。A 为 单 宽 物 
体 上 表面 CD 的 面积 ,7 为 剪 切 弹性 系数 。! 角 只 与 切 应 力 z 有 关 
而 与 切 应 力作 用 的 时 间 无 关 。 作 用 力 取消 后 ,变形 消失 ,固体 又 恢 
复 为 原 有 的 形状 。 流 体 则 不 然 , 图 0-1(b) 中 上 下 两 固体 平板 中 的 
液体 ABCD, 当 液体 上 部 平板 受 力 FF 的 作用 回 右 方 移 动 , 从 而 

e。 | 。 


(a) 固体 (bj 流体 
图 0-1 固体 和 流体 微 元 的 变形 


切 应 力 了 /4A=z 作 用 于 液体 上 表面 ,液体 产生 变形 。 但 在 流体 中 ， 
与 切 应 力 成 比例 的 不 是 变形 量 的 本 身 而 是 变形 速率 ,rz=F/A= 


pT =p 伟 . 式 中 .为 流速 ,p 为 粘性 系数 或 称 粘度 (coefficient of 


viscosity)。 由 此 可 见 : 只 要 有 切 应 力作 用 于 流体 , 则 无 论 切 应 力 
多 人 么 小 ,流体 都 会 连续 不 断 地 变形 而 不 能 休止 。 变 形 的 大 小 不 只 
决定 于 切 应 力 的 大 小 ,而且 决定 于 切 应 力作 用 的 时 间 。 剪 切 力 取 
消 后 流体 不 能 恢复 原来 的 形状 。 流 体 中 各 部 分 之 间 容 易 发 生 相 对 
运动 ,这 一 特性 称 为 流动 性 (filuidity) .流体 的 流动 性 是 其 区 别 于 
固体 的 主要 特征 。 

对 固体 而 言 , 往 往 当 切 应 力 大 于 一 定数 值 ,超过 固体 的 届 服 点 
(yield point) 后 ,即使 切 应 力 维持 不 变 , 变 形 也 会 持续 不 断 地 发 
展 , 这 时 固体 已 进入 塑性 状态 。 甚 至 于 在 某 些 特定 条 件 下 ,固体 状 
态 和 流体 状态 的 物质 可 以 互相 转化 。 例 如 沥青 (asphalt) ,一 般 情 
况 下 它 像 图 体 , 但 当 外 力 长 时 间作 用 于 沥青 上 时 , 它 也 会 持续 变形 
而 表现 如 流体 。、 此 外 如 油 滞 .胶体 、 某 些 生 物 制 品 如 果冻 .蛋清 等 
也 都 有 这 种 二 重 性 。 如 果 说 弹性 固体 是 一 种 具有 "完全 记忆 ” 
(perfect memory) 的 物质 ,外 力 消 失 后 会 完全 恢复 原 有 的 形状 ; 那 
么 普通 的 流体 则 是 “ 零 记 忆 ”(zero memory) 物 质 ; 像 沥青 等 所 请 粘 
弹性 物质 则 具有 “部 分 记忆 ”(partial memory)。 

流体 中 区 别 液体 和 气体 的 重要 特征 是 压缩 性 (compressibility) 。 

。2 。 


其 实 与 气体 比较 而 言 , 固 体 也 是 压缩 性 很 小 的 物质 。 因 此 国体 与 
液体 以 其 压缩 性 很 小 而 统称 凝聚 态 Ccondensed state) 物 质 。 气 体 
既 有 流动 性 又 有 压缩 性 .液体 有 流动 性 而 压缩 性 很 小 ,固体 则 既 无 
流动 性 .压缩 性 也 很 小 。 由 于 这 三 种 物质 状态 的 流动 性 和 压缩 性 
不 同 , 从 而 固体 能 维持 固定 的 形状 ;液体 具有 一 定 的 体积 而 没有 转 
定 的 形状 ,其 形状 将 随 容器 形状 的 不 同 而 变化 ,并 可 具有 自由 表面 
(free surface) ;气体 则 充满 整个 容器 而 不 可 能 有 自由 表面 ,其 形状 
与 体积 均 由 容 右 而 定 。 

这 三 种 形态 的 物质 所 呈现 的 宏观 上 的 差别 ,主要 原因 在 于 微 
观 的 分 子 聚 集 状态 和 分 子 力 的 不 同 。 对 于 固体 和 液体 这 种 凝聚 态 
物质 ,其 分 子 的 平均 间距 为 (3~4) X10- cm 的 量 级 ,水 分 子 的 直 
征 为 3X10” cm, 可见 分 子 与 分 子 基 本 上 是 紧 靠 在 一 起 的 。 气 体 
分 子 的 平均 间距 为 凝聚 态 物 质 分 子平 均 间距 的 10 倍 ,大 一 个 数量 
级 (order)。 固 体 和 液体 中 分 子 互相 靠近 ,其 间距 在 分 子 力 的 作用 
半径 以 内 。 固 体 中 分 子 排列 有 序 , 每 个 分 子 都 有 固定 位 置 而 分 子 
以 其 固定 位 置 为 中 心 而 振动 。 液 体 中 分 子 没有 固定 位 置 ,在 流动 
过 程 中 可 互相 替换 ,但 是 分 子 之 间 受 分 子 力 的 互相 牵制 ,而 不 像 气 
体 分 子 那样 可 以 自由 行动 。 


0.2 连续 介质 假设 


流体 是 由 大 量 运动 着 的 分 子 组 成 的 。 从 微观 角度 看 ,流体 分 

于 的 分 布 是 离散 的 .不 连续 的 。 它 的 各 种 物理 特性 (如 密度 ) 和 运 

动 要 素 ( 如 速度 .压强 等 ) 在 空间 上 也 不 是 连续 分 布 的 。 例 如 水 , 虽 

然 已 知 水 分 子 之 间 间 距 很 小 ,但 是 水 的 质量 主要 集中 在 原子 核 里 

而 不 是 在 分 子 中 平均 分 布 的 。 在 图 0-2 所 示 的 流体 中 ,在 PP 点 

(Cryz) 处 取 一 微 元 体积 AV ,体积 内 包含 的 质量 为 AM, 于 是 此 微 元 
。 3 。 


图 0-2 流体 慎 点 


体积 的 平均 密度 (density)p 一 全。 如 果 所 取 微 元 体积 甚 小 ,假如 


比 一 个 分 子 的 体积 还 小 时 , 则 当 流 动 过 程 中 分 子 的 不 同 部 位 经 过 
P 点 时 微 元 体积 的 平均 密度 可 以 有 很 大 差别 , 当 原子 核 恰好 位 于 
P 点 时 ,密度 最 大 ,车 了 点 微 元 体积 完全 在 原子 核 以 外 , 则 所 得 密 
度 最 小 。 当 所 取 微 元 体积 增 大 ,包含 了 儿 个 分 子 时 , 则 微 元 体积 的 
平均 密度 计算 应 包含 这 几 个 分 子 的 质量 。 由 于 分 子 随机 地 进入 或 
走出 ,这 个 微 元 体积 的 分 子 数量 并 不 平衡 ,所 以 体积 内 的 分 子 数目 
也 随机 变化 ,从 而 使 所 测 得 的 密度 值 随机 变动 而 不 稳定 。 微 元 体 
积 再 增 大 直到 AV-AV', 则 随机 出 入 微 元 体积 的 分 子 大量 增 加 ， 
体积 内 的 分 子 数 也 大 大 增加 , 则 根据 统计 规律 ,所 测算 的 平均 密度 
将 达到 一 个 稳定 的 数值 ,可 以 把 这 个 微 元 体积 称 为 流体 质点 (fluid 
particle)。 这 个 流体 质点 的 密度 设 定 为 流体 中 一 点 的 密度 ps = 
,lim_ 人 和。 如 果 把 微 元 体积 再 增 大 ,就 会 把 流体 在 空间 上 分 布 的 
不 均匀 性 因素 包括 进来 从 而 失去 已 点 的 代表 性 。 

流体 力学 着 眼 于 研究 流体 的 宏观 运动 ,不 会 研究 分 子 和 分 子 
内 部 的 结构 和 运动 ,因此 流体 力学 把 流体 质点 ,这 样 一 个 宏观 上 非 


弟 小 、 而 微观 上 足够 大 的 微 元 体积 内 的 流体 作为 研究 的 对 象 , 或 者 
。 4 。 


把 由 很 多 流体 质点 所 组 成 的 流体 微 团 作为 研究 的 对 象 。 流 体质 点 
从 所 人 研究 的 流动 问题 的 几何 尺度 上 看 相当 于 一 个 点 ,例如 : 研究 
直径 为 几 厘 米 以 至 几米 管道 中 空气 的 流动 ,车 取 0. 001cm 为 边 长 
的 立方 体 , 则 可 以 看 作 流 体质 点 了 ,而 在 正常 的 温度 和 压力 下 这 个 
短小 体积 内 包含 的 空气 分 子 已 达到 2. 687X10* 个 ,从 微观 上 看 又 
征 足 够 大 了 。 

用 一 种 连续 分 布 的 流体 质点 所 组 成 的 流体 代替 实际 上 离散 
的 .不 连续 的 由 流体 分 子 所 组 成 的 物质 ,从 而 使 其 物理 特性 及 运动 
要 系 都 是 空间 上 连续 分 布 的 数值 ,这 就 是 连续 介质 假设 (continu- 
um hypothesis)。 这 一 假设 为 充分 使 用 连续 函数 的 数学 分 析 方 法 
竟 定 了 基础 。 


0.3 流体 的 粘性 


粕 性 (viscosity) 是 流体 固有 的 重要 物理 特性 。 不 论 是 处 于 静 
止 或 运动 状态 ,流体 都 具有 粘性 。 在 剪 切 力 的 作用 下 流体 不 断 变 
形 .粘性 把 切 应 力 与 变形 速率 联系 起 来 。 牛 顿 (Isac Newton， 
1644 一 1727) 最 初 由 平行 平板 间 粘 性 流动 的 实验 ( 见 图 0-3) 得 到 ， 


ry = (0-1) 
式 中 .rt, 表 示 法 线 为 y 方向 的 平面 上 z 方向 的 切 应 力 ;w 为 流体 


的 粘度 ,取决 于 流体 的 种 类 、 温 度 和 压强 。 上 层 平板 以 速度 U 相 
对 于 下 层 平板 运动 ,通过 粘性 带动 两 板 之 间 的 流体 形成 一 个 u(y) 
的 流速 分 布 。 

对 于 工程 中 经 常 遇 到 的 流动 状态 而 言 , 压 强 对 粘度 的 影响 可 
以 忽略 。A 的 单位 可 由 式 (0-1) 导 出 


国定 平板 U=0 
图 0-3 平行 平板 间 粘 性 流动 
[由 = 一 -二 Pa,s 
式 中 : Pa 为 应 力 单位 ,中 文 称 为 “ 帆 ”, 相 当 于 “N/m?”。 式 (0-1) 写 
为 更 加 通用 的 形式 为 


一旦 (0-2) 
此 式 称 为 牛顿 粘性 切 应 为 公式。 在 粘性 流体 力学 中 经 常用 到 男 一 
个 表示 流体 粘性 的 系数 v， 


一生 (0-3) 
0 


称 为 运动 精 性 系数 ,或 称 运 动 精度 (kinematic viscosity) 。 单 位 为 
m /s。 实 验 表 明 : 液体 的 粘度 x 随 温度 的 升 高 而 迅速 减 小 。 液 体 
密度 随 温 度 升 降 的 变化 其 微 ,因此 液体 的 运动 粘度 也 随 温度 的 升 
高 而 减 小 。 

日 帝 生 活 和 工程 实践 中 最 常 遇 到 的 流体 其 切 应 力 与 剪 切 变形 
速率 符合 式 (0-2) 的 线性 关系 , 称 为 牛顿 流体 (Newtonian fluid) 。 
切 应 力 与 变形 速率 不 成 线性 关系 者 称 非 牛顿 流体 (non-Newtoni- 
an fjuid)。 图 0-4(a) 中 给 出 了 切 应 力 zz 与 变形 速率 的 关系 
曲线 。 


虱 6 得 


> (4) 
/ 
1 (2 
中 
是 本 
们 | | 
De 
全 1 
O E 
(a) (b) 
QD 牛顿 流体 变形 速率 保持 常量 下 : 
加 膨胀 性 流体 OQ 切 应 力 与 时 间 无 关 
GB) 拟 塑 性 流体 他 ) 宕 凝 性 流体 
(4) 理想 宾 掺 姆 流体 (3) 触 变 性 流体 


图 0-4 粘性 流体 切 应 力 特 性 由 


非 牛顿 流体 中 又 因 其 切 应 力 与 变形 速率 关系 的 特点 分 为 : 脱 
胀 性 流体 (dilatant) 、 拟 朔 性 流体 (pseudoplastic) 县 有 屈服 应 力 的 
理想 宾 厄 姆 流体 (ideal Bingham fluid) 和 塑性 流体 (plastic fluid) 
等 。 通 常 称 油脂 .油污 .牛奶 . 牙 襄 、 血 液 .泥浆 等 为 非 牛 顿 流体 、 
非 牛顿 流体 的 研究 在 化 纤 . 塑料. 石油、 化 工 、 食 品 及 很 多 轻工业 
中 有 看 广泛 的 应 用 。 图 0-4(b) 还 显示 出 对 于 有 些 非 牛顿 流体 的 
烙 浪 特性 具有 了 时间 效应 , 即 切 应 力 不 仅 与 变形 速率 有 关 , 而 且 与 
作用 时 间 有 关 。 当 变形 速率 保持 常量 . 切 应 力 随时 间 增 大 ,这 种 
非 牛 顿 流 体 称 为 震 效 性 流体 (rheopectic fluid)， 当 变 形 速 率 保 
持 常 量 而 切 应 力 随时 间 减 小 的 非 牛 顿 流体 称 为 触 变性 流体 
(thixotropic {fluid)。 对 于 非 牛 顿 流体 的 研究 始 于 1867 年 。 第 二 


D White Frank M. Viscous Fluid Flow. McGraw-Hill Book Company.1974 
GT 


次 世界 大 战 后 , 随 着 工业 的 发 展 , 非 牛顿 流体 力学 也 得 到 迅速 的 
发 展 。 


0.4 流体 的 压缩 性 


所 有 物质 包括 固体 .液体 和 气体 都 是 可 压缩 的 ,只 是 其 压缩 性 
大 小 有 所 不 同 。 压 缩 性 是 指 物 质 的 体积 在 外 部 压力 的 作用 下 可 以 
改变 的 特性 。 作 用 在 流体 单位 表面 积 上 的 压力 称 为 压强 (pres- 
sure)。 当 流体 压强 从 p 增加 到 pp 十 Ap, 则 流体 的 体积 将 从 原来 的 
体积 V 减 小 到 V 一 AV。 流 体 的 压缩 性 一 般 用 压缩 率 « 来 表示 , 即 


K 二 一 一 一 (0-4) 


由 于 所 考虑 流体 的 质量 为 一 定 , 即 Vo 二 (V 十 AV) (Pp 二 Ap) 二 
const, 忽 上 略 二 阶 小 量 , 得 oAV 十 VAo=0, 式 (0-4) 又 可 写 为 
Ap 

SAY 
压缩 率 kx 的 倒数 为 流体 体积 弹性 模 量 (modulus of elasticity) 五 , 它 
表示 单位 体积 变化 所 需 的 压强 增 量 , 即 


(0-5) 


K 


dp= ty (0-6) 
或 E= 记 =p (0-7) 


对 于 不 同 的 流体 ,FE 具有 不 同 的 数值 。 例 如 : 在 常温 情况 下 水 的 
体积 弹性 模 量 Ex 二 2. 1 xX 10?Pa, 所 以 当 压 强 增加 一 个 大 气压 
(1.01X10 Pa) 时 ,水 的 密度 只 增加 原 密 度 的 两 万 分 之 一 。 一 般 液 
体 压 缩 性 均 很 小 ,所 以 大 多 数 情况 下 液体 可 以 认为 是 不 可 压缩 流 
体 。 只 有 在 压强 变化 过 程 非常 迅速 的 流动 现象 ,如 在 水 击 (water 
hammer) 情 况 下 才 需 要 考虑 水 的 压缩 性 。 

气体 的 压缩 性 非常 显著 ,而 且 其 压缩 性 还 与 压缩 过 程 有 关 , 当 

。8。 


压缩 发 生 在 等 温 条 件 下 时 二 Er 为 等 温 体 积 弹 性 模 量 , 当 压 典故 
生 在 绝热 可 道 过 程 时 ,E= 二 上 E, 为 等 炉 体积 弹性 模 量 。 对 于 完全 气 
体 (perfect gas) ,和 密度、 压强 和 温度 之 间 的 关系 由 状态 方程 确定 。 
状态 方程 为 


=pv=RT (0-8) 


式 中 ;ww 为 比 容 , 即 单位 质量 流体 所 具有 的 体积 ;本 为 绝对 温度 ;R 
为 气体 常数 。 对 丁 完 全 气体 还 可 以 写 为 


pv = 加 一 consi (0-9) 


式 中 : 指数 取决 于 气体 压缩 过 程 ,等 温 过 程 时 n=1; 绝 热 过 程 时 
n 二 7 二 csp/cv， 其 中 Cc, 为 比 定夺 热 容 (specific heat capacity at con- 
stant pressure),cv 为 比 定 窑 热 容 (specific heat capacity at con- 
stant volume) ,二 者 之 比 为 7Y 称 为 质量 热 容 比 。 对 于 空气 Y=1.4， 
对 于 液体 Y=1, 这 时 等 温 过 程 与 绝热 过 程 没有 差别 。 

在 钱 究 流体 运动 时 .如 果 考 虑 为 等 温 过 程 , 则 由 流体 运动 的 伯 


努 利 方程 (Bernoulli equation) (参见 第 2 意 ) 知 p+ pu 一 po ,uu 
为 流 场 中 一 点 流速 ,po 为 驻 点 压强 , 即 流 速 为 零 的 驻 点 (stagna- 
omnes 


知 dp 一 和 上 ,此 处 dp 二 加 一 户 一 村 pit ;所以 可 得 
d 1 pu’ 


PP 


(0-10) 


o ES2 
此 式 说 明 ， 如 果 在 流体 流动 过 程 中 动 庄 强人 比 流体 的 体积 弹性 


模 量 小 很 多 时 , 则 流体 的 压缩 性 可 以 忽略 。 在 物理 学 中 已 知 : 在 
绝热 过 程 中 ,流体 中 声波 的 传播 速度 为 声速 或 称 音 速 (sound 
speed)a ,其 关系 式 为 


,= 1 (0-11) 
0 


流动 速度 u 与 声速 a 之 比 称 为 马赫 数 (Mach number) 'M 王 一 , 则 
可 得 
Pe YM (0-12) 
po 2 
液体 的 7Y 值 为 1, 空气 的 7 值 为 1.4, 只 有 当 马 赫 数 很 小 时 ,流体 可 
以 认为 是 不 可 压缩 的 (incompressible)。 以 空气 为 例 , 空 气 中 声速 


为 335m/s, 如 果 流 速 为 50m/s, 则 马赫 数 M== 2 一 0. 15, 由 式 


(0-12) 可 得 出 急于 (0 15) 二 0.016。 如 果 以 这 一 密度 的 相对 


变化 作为 空气 不 考虑 压缩 性 的 界限 ,那么 只 有 在 流速 大 于 50m/s 
时 才 需 要 考虑 空气 的 压缩 性 。 
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本 章 从 运动 学 (kinematics) 的 角度 研究 流体 作为 一 种 连续 介 
质 的 运动 , 它 研 究 流 体 的 位 移 .速度 .加 速度 .转动 和 变形 但 不 涉及 
流体 运动 中 的 作用 力 。 由 于 不 涉及 粘性 和 由 粘性 而 产生 的 作用 
力 , 本 章 内 容 对 于 不 考虑 粘性 的 非 粘 性 流体 (inviscid fuid), 即 理 
想 流 体 (ideal fiuid) 或 粘性 流体 Cviscous fluid) 均 可 适用 ， 


1.1 描述 流体 运动 的 两 种 方法 


在 固体 力学 中 常 可 跟随 一 个 质点 去 描述 它 的 运动 ,如 图 1-1 


Xi(X) 


图 1-1 质点 运动 描述 


所 示 。 其 


位 置 问 量 x(t) 
d 
速度 向 量 w 一 也 
du 
加 速度 加 量 4 一 下 一 村 


但 在 流体 力学 中 ,跟随 一 个 流体 质点 去 描述 它 的 运动 常常 是 
困难 的 。 考 虑 到 流体 是 充满 运动 空间 的 连续 介质 ,一 般 有 两 种 摘 
述 运动 的 方法 , 即 两 种 参考 坐标 系 。 


1.1.1 拉 格 朗 日 法 


跟随 流体 质点 去 研究 流体 运动 的 方法 为 拉 格 明日 法 (Lagrang- 

ian description) 。 在 这 种 方法 中 独立 变量 为 5,t。5 是 作为 识别 流体 

质点 的 标志 ,多 以 时 间 1 二 时 该 质点 所 在 位 置 表 示 , 如 图 1-2 
所 示 。 

E 一 上 (6 名 后) (1-1) 


图 1-2 拉 格 妆 日 法 流体 质点 运动 的 描述 


也 可 用 其 他 的 标志 方法 ,但 从 一 个 流体 质点 到 为 一 个 流体 质 
点 ,表征 识别 标志 的 函数 必须 是 连续 的 。 在 拉 格 明日 法 中 : 


。 12 。 


位 转向 量 


X(T ,TX ,Ts ) Xx(E,1) (1-2) 
速度 癌 量 
wa os 一 ( 守 ) @ 
上 
加 速度 同 量 | 
dl(ai,a? ys (1-4) 
上 
式 中 : 下 标 & 表 示 是 由 & 所 标志 的 流体 质点 。 
由 (1-2) 可 知 上 一 加 时 流体 质点 的 位 置 为 
CE JE (1-5) 


1.1.2 欧 拉 法 


欧 拉 法 (Eulerian description) 着 眼 于 从 空间 坐标 去 研究 流体 
流动 ,也 就 是 研究 发 生 流体 运动 的 空间 场 。 但 需 注 意 : 一 切 流体 
运动 的 力学 属性 均 是 流体 质点 的 属性 而 不 是 空间 点 的 属性 。 流 体 
质点 位 于 空间 点 上 ,从 而 流体 质点 的 运动 属性 为 时 间 和 不 依赖 于 
时 间 的 空间 坐标 的 果 数 。 此 时 独立 变量 为 x(zi,zzyvzs) 和 上 速度 


器 量 和 加 速度 向 量 分 别 为 
速度 回 量 
U=—=u(x,t) 
加 速度 问 量 
a~—~a(x,t) 


研究 欧 拉 空间 场 中 某 一 运动 属性 下 的 
变化 率 必 须 跟 足 一 个 固定 的 流体 质 
点 ,如 图 1-3。 下 可 以 代表 速度 、 密 度 、 
温度 等 流体 运动 的 各 种 属性 。 
空间 场 中 下 的 分 布 为 F(x,i)。 
考虑 到 是 用 跟随 流体 质点 5 来 研究 


(1-6) 


(1-7) 


F (THA7) 


Flxn) ee 
6 


图 1-3 欧 拉 空间 场 中 
运动 属性 的 描述 
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ECxt) 的 变化 率 , 内 此 天 的 分 布 可 改 与 为 
F(x.1)=FIx(E,1),1] 
可 见 x 不 再 是 独立 变量 ,而 是 与 流体 质点 6 有关 。 跟 随 不 同 
的 流体 质点 在 某 一 时 间 1 其 空间 坐标 x 有 所 不 同 。 跟 随 流 体质 点 
5, 三 的 变化 率 为 


dF _ 


二 二 CFLxCE, 1) ,1 | 


-30),+ (7 (有 过) 

+ (各), (党)+( 庆 ),( 守 ) 
人 
恋 ,4 一 称 为 下 的 物质 导数 (material derivative) 或 称 随 体 导 数 , 它 

g(r) 


是 x 间 坐标 所 表示 的 流体 质点 的 运动 属性 对 时 间 的 全 导 
dt \gr 


数 。 即 
dt 本 均 ) ( 肝 ) 


注意 : j 关 1。 写 为 向 量 的 形式 ,物质 导数 为 


oF | 9E oF 
Er DT Tu WF 四 


这 里 应 用 了 爱 因 斯 四 关 和 约定 LEI summation convention) 
( 见 附录 工 . 7) 。 物 质 导 数 表示 式 中 第 一 项 吴 为 下 的 当地 变化 率 


(local derivative) 有 即 在 某 一 点 x 处 下 随时 间 t 的 变化 率 ,是 由 流动 

的 不 恒定 性 引起 的 ;第 二 项 (mw，V)F 表示 即使 是 恒定 流动 ,流体 

质点 随 者 时 间 而 改变 它 的 空间 位 置 从 而 导致 下 的 变化 , 称 为 迁移 

变化 率 (convective derivative), 它 是 由 流 场 的 不 均匀 性 引起 的 ;V 

为 哈密 尔 顿 算 子 (Hamilton operator)。 这 样 ,跟踪 一 个 给 定 的 流 
。14 。 


体质 点 物理 量 下 的 拉 格 朗 日 变化 率 守 就 以 欧 拉 导数 与 w 9 


的 形式 表示 出 来 。 在 流体 力学 中 欧 拉 法 应 用 得 更 加 广 记 。 
1. 1.3 两 种 流动 揪 述 万 法 之 加 的 关系 


欧 拉 方法 在 数学 处 理 上 的 最 大 困难 是 方程 式 的 非 线 性 ,而 拉 
格 朗 日 方法 中 的 加 速度 项 则 为 线性 。 但 是 直接 应 用 拉 格 朗 日 型 的 
基本 方程 解决 流体 力学 问题 是 困难 的 ,因此 在 处 理 流 动 问题 时 , 常 
常 必须 用 拉 格 朗 日 的 观点 却 应 用 欧 拉 的 方法 。 这 里 就 必须 研究 拉 
格 朗 日 与 欧 拉 两 种 系统 之 间 的 变换 关系 ,为 此 引用 雅 可 比 行列 式 
(Jacobian)( 见 附录 工 .12) 。 


3 
/Ci 一 det 下 《1.9) 
拉 格 天 日 变量 上 与 欧 拉 变 量 x 可 以 互 换 的 惟一 条 件 是 
(tft) AA0,00 
雅 可 比 行列 式 的 时 间 导 数 为 
di dau; 
oY u) J (1-10) 
1.2 雷 谨 输 运 方程 


首先 介绍 系统 (system) 和 控制 体 (control volumey) 的 概念 。 
系统 是 包含 着 确定 不 变 的 流体 质点 的 集合 . 它 随 流体 的 流动 而 流 
动 ,体积 和 形状 可 能 变化 但 所 包含 的 流体 质点 不 变 。 控 制 体 是 相 
对 于 空间 坐标 系 固定 不 变 的 一 个 体积 ,流体 质点 随时 间 流 入 和 流 
出 这 个 空间 体积 。 研 究 流体 运动 , 拉 格 朗 日 法 着 眼 点 是 系统 ,而 欧 

拉 法 则 着 腿 于 控制 体 。 
为 了 从 守恒 定律 推导 流体 力学 的 基本 方程 , 需 研 究 一 个 系统 
在 空间 的 运动 ,从 而 需 解 决 系统 的 有 关 物 理 量 在 欧 拉 空 间 运 动 中 
了 


对 时 间 的 全 导数 问题 。 用 欧 拉 导数 表示 一 个 流体 系统 的 拉 格 虹 日 
变化 率 , 即 为 雷诺 输 运 方程 (Reynolds transport equation ) 。 


{=1t0+Ar 


图 1-4 流动 中 取 定 的 系统 图 
设 在 流动 中 取 定 一 个 系统 如 图 1-4 所 示 。 系 统 在 流动 过 程 
中 ,在 1 一 t 时 系统 所 占据 的 空间 为 控制 体 V(), 在 1=t。 时 系统 所 
占据 的 空间 为 控制 体 VV 二 V(t) 作为 识别 这 一 系统 的 标志 。 令 
dVo 二 d&d&d& ,dV(1)==dxridxrzdx;, 则 由 附录 I[ .12 节 得 
dV (2)=dzridradrx;=J dé de de 一 JdV。 (1-11) 
系统 所 具有 的 某 种 运动 要 素 如 质量 ,动量 或 能 量 等 对 时 间 的 全 时 
数 可 由 以 下 推导 得 出 。 式 中 下 代表 该 运动 要 素 的 体积 分 布 密度 ， 


dl| Fav = cI FJ dv, 
VD dt Vv 


dt 
d (Fydv 
vdt 1 
dF dj 
加 中 (J df td )dv。 


= 由， | ~ +F(v. DJ dV 


一 外 宇 十 ECV， wo ]7d。 


一 | + Fl(V.u) lav 


。 | 6 。 


= 守 +e V)F 十 FCV。 oy 


i 乞 J (Fu) jdy 


= | ordy 十 | ve 
Vr) ot Von 


按照 高 斯 公式 (Gauss equatiom)[ 附 录 式 (了 ,15)] 上 式 可 改写 为 如 
下 的 雷诺 输 运 方程 

Fav=) av+t)l Fands (1-12) 
由 式 (1-12) 可 见 系统 对 时 间 的 全 导数 , 即 系统 的 物质 导数 由 两 部 
分 组 成 : | 。 完 ay 是 由 于 流 场 中 的 不 恒定 性 所 引起 的 整个 控 


TY 


制 体内 所 含 物理 量 || 。 FdV 在 单位 时 间 内 的 增 量 ; || Fu .nd5 
表示 在 单位 时 间 内 ,流体 通过 控制 体 表面 S(7) 而 引起 的 控制 体内 
物理 量 || 。 FdV 的 变化 ,也 就 是 系统 由 一 个 位 置 流 动 到 另 一 


位 置 时 ,由 于 流 场 的 不 均匀 性 而 引起 的 古 。 FdV 的 迁移 变化 率 ， 


可 以 看 出 :雷诺 输 运 方程 (1-12) 与 式 (1- 3) 所 表示 的 物质 导数 从 
本 质 上 讲 是 相同 的 ,只 不 过 雷诺 输 运 方程 是 以 系统 的 流动 作为 研 
究 的 对 象 ,而 物质 导数 是 研究 流体 质点 的 运动 ,因此 可 以 说 输 运 方 
程 是 流体 质 团 (系统 ) 的 物质 导数 。 


1.3 连续 方程 


连续 方程 (continuity equation) 是 质量 守恒 原理 在 流体 运动 
中 的 表现 形式 。 系 统 的 质量 为 


贡生 | pdV 
VO 


es。 ]17 。， 


质量 守恒 要 求 为 


dn | 
di di vot 


式 (1-13) 就 是 拉 格 朗 日 志 的 积分 形式 的 连续 方程 。 应 用 输 运 方 
程 , 上 式 可 改 与 为 


d gp . | 加 | 
$eav | | 3 十 Vv (Cpu) dV =0 (1 14) 
| 3 at = 一 | OU。1d> (1-14 ) 


上 式 是 饮 拉 型 的 积分 形式 的 连续 方程 。 式 中 的 ”pu * ndS 为 通 


过 控制 体 表面 积 的 物质 通 量 , 或 质量 流量 。 式 (1-14) 对 于 流动 中 
的 任何 一 个 体积 都 是 适用 的 , 即 V(2) 是 任意 选取 的 ,因此 得 


或 写 为 


5 十 V 。 (pu) 一 0 (1-15) 
上 式 是 微分 形式 的 欧 拉 型 连续 方程 式 , 也 可 改写 为 

Sp pv 。 1 一 0 (1-16) 
c 二 表示 物质 导数 ,二 一 二 一 十 W。 VY。 不 可 压缩 流体 (incompressible 


at 
fluid) 的 起 一 = 0, 即 流体 微 团 沿 其 迹 线 流动 时 密度 保持 不 变 , 从 而 不 


可 压 缩 流体 的 连续 方程 可 写 为 
PY * uu=0 
由 于 6 天 0 ,不 可 斥 缩 流体 的 连 组 方程 还 可 与 为 


dui Juz du 
9 TI 9 drs 


式 (1-17) 家 示 流 速 回 量 & 的 散 度 (divergence) 为 等 , 即 在 不 可 压缩 
流体 中 流速 是 无 散 同 量 (solenoidal vector) ,而 VY，u 二 0 的 流 场 称 
*。 18 。 


一 0 (1-17) 


V.u 二 0 或 


为 无 源 场 ， 
1.4 流 线 、 迹 线 、 色 线 和 流 管 


用 几何 的 方法 描述 流体 质点 的 运动 ,可 以 形成 流 线 (stream 
line) 、 迹 线 (path line) 和 色 线 (streak line)， 


1.4.1 流 线 


流 线 是 某 一 固定 瞬 时 在 流 场 中 的 一 条 曲线 ,这 条 曲线 上 每 一 
点 的 切线 都 与 该 点 处 流速 回 量 相 平 行 , 如 图 1-5 所 示 。 对 于 非 恒 
定 流 动 ,一 反 处 的 流速 向 量 其 大 小 与 方向 此 随时 间 而 变化 ,因此 流 
线 的 形状 也 是 随时 间 而 变化 的 。 流 线 是 用 欧 拉 法 研究 流体 运动 的 
一 种 结果 ,由 流 线 定义 可 得 其 方程 式 为 
& X dr 一 0 (1-18) 
式 中 : 一 &a ,wz sw) 为 流 场 中 一 点 处 流速 回 量 ;dr 二 (dx) ,dx;， 
dz) 为 流 线 上 一 点 处 的 人 微 元 弧 问 量 。 将 式 (1-18) 写 为 直角 坐标 
系 的 分 量 形式 , 则 有 
dr dr dr 
CT mt Ml) Mee yt 


(1-19) 


。]9。 


式 中 ;1z 代表 时 间 , 蚌 一 个 参 变 数 。 以 i 为 常数 积分 这 个 方程 式 即 
可 得 到 在 时 刻 t 的 流 线 表 达 式 Xx; 二 (Xl1,X2)。 

如 果 引 进 一 个 参 变数 ;。 设 在 空间 上 某 一 点 M 处 ;==0, 而 且 
s 的 值 沪 流 线 逐 痢 增 加 ,这 时 流 线 Xx; 二 Xx3 (Xi ,Xs) 也 可 表示 为 x 二 
XT1(5) ,二 Ty(5) zs 一 za()。 在 这 三 个 表达 式 中 消去 参 变 数 s， 
好 可 得 到 zx; 二 X(Ti,ZXz) 形 式 的 流 线 表 达 式 。 引 进 参 倒数 ; 后, 流 
线 方程 式 可 与 为 


CC 一 Cd (1-20) 
| 14 ?> Hs 
这 三 个 方程 式 可 以 用 张 量 符 号 写 为 
Ct) 1: 二],2,3 (1-21) 
3 


t 为 固定 值 。 
如 果 要 求 流 线 通 过 流 场 中 某 一 固定 点 (zio ,xwo ,To0)，, 则 可 积 
分 式 (1-21) ,起 始 条 件 为 : 当 ss 一 0 时 zi 二 zio ,Zz 二 Xo ,ZX3 二 Xj0; 结 
果 是 
T; = Ti To rTo0 Ta30 rt 7) (1-22) 


s 取 所 有 的 实数 值 , 则 可 描绘 出 所 求 的 流 线 。 


例 1-1 设 流 场 为 u= (了 Ew x210 ) 
由 式 (1-21) 可 知 
dz 本] 
1gds 1+t 
dz, 
“2 ds 
4 ==0 
积分 可 得 
-Ci eit 


。 20 。 


2 
消去 参 变 数 *, 得 到 流 线 的 表达 式 为 


Z /A Ve 二 
本 FE 9 ee 


CC 
所 得 的 流 线 表 达 式 描述 的 是 在 zx; 二 C; 平 面 上 的 一 条 曲线 ,如 图 
1-6 所 示 。 如 果 需 要 求 出 1 时刻 穿 过 点 6 二 (6& ,&,&) 的 流 线 , 则 把 
上 点 代 人 上 式 , 得 


x3 = G3 平面 
图 1-6 流 线 


于 是 有 


] 十 # 
CE (©) 


把 上 式 代 入 二 1 2 表示 式 中 消去 CC; , 则 有 
TX é& = Xl bs 
a (© 一 (已 

于 是 流 线 方程 式 写 为 
XTX Tl ed: 
el 过 6 

当 1 二 0 时 , 穿 过 5 点 的 流 线 方程 式 则 为 


2 


1.4.2 迹 线 


迹 线 是 流体 质点 流动 所 经 过 的 空间 点 的 连 线 , 也 就 是 流体 质 
点 运动 的 轨迹 线 。 迹 线 上 各 点 的 切线 表示 同一 流体 质点 在 各 个 不 
同时 间 的 速度 方向 。 用 拉 格 朗 日 法 研究 流体 运动 可 得 到 流体 质点 
的 迹 线 方程 式 为 


C(x) (1-23) 


在 ! 王 0 时 ,通过 点 (8 ,名 5) 的 迹 线 应 该 是 以 上 0 一 (和 5) 
为 初始 条 件 的 式 (1-23) 的 解 , 即 

Ti 一 (站 ) (1-24) 
上 取 所 有 大 于 和 零 的 值 , 即 可 绘 出 所 求 的 迹 线 ,或 消去 参数 上 得 迹 线 
表达 式 ，。 


例 1-2 设 流 场 为 w= (二 ,zs,0), 写 出 迹 线 表达 式 。 由 式 


1+t 
(1-23) 可 知 
dzi Xi 
"dd 1+t 
de 
dt 
Us 一 Te O 
只 分 可 得 
二 C1(1 十 1) 
Ts = Ce 
T=, 
如 采 /二 0 时 ,流体 质点 经 过 x 王 < 点 , 即 


ea 77 。 


CC 
代入 ri ,r,s 表示 式 则 得 
Ti 二 (1l 二 1!) ， 一 名 6 73 一 名 
消去 参数 1, 得 迹 线 的 表达 式 为 (S1152) 
ten 6 ”| 
所 得 的 迹 线 表达 式 搞 述 的 是 在 zs 三 名 平 
面 上 的 一 条 曲线 ,如 图 1-7 所 示 。 


1.4.3 色 线 


色 线 是 由 空间 一 固定 点 连续 不 断 地 回流 场 中 输入 的 流体 质点 
所 组 成 的 一 条 线 , 如 烟 简 所 喷 出 的 烟 在 空中 形成 的 为 一 条 色 线 。 
在 :1 时刻, 色 线 上 一 点 (zi ,zx;,z;) 处 的 流体 质点 ， ji 园 
早 时 世上 一 z 时 ,由 点 (zeyzzoyzs) 运 动 过 来 的 。 这 个 流体 质点 在 
流 场 中 的 历史 轨迹 可 以 由 迹 线 方程 (1- erred 1 ,起 始 条 件 应 
为 1 一 z 昧 一 Zioy7Zz 一 Zioy7s 一 Zoo。 于 是 ,只 要 工 取 所 有 一 ce 委 
r<1 沁 围 内 的 可 能 数值, 即 可 得 到 色 线 上 所 有 的 流体 质点 的 位 置 。 
也 就 是 说 ,通过 (x ,Tw ,X30) 操 的 色 线 的 表达 式 可 以 由 以 1 二 工 ， 
Ti 一 Tioy7z 一 Zooy73s 一 zso 为 起 始 条 件 求解 式 (1-23) 得 到 。 色 线 的 
表达 式 为 

eo (1-25) 
当 t+ 取 rt 的 所 有 值 时 ,这 些 表 达 式 将 可 以 确定 色 线 在 时 刻 1 的 
瞬时 位 置 。 不 同 的 时 刻 i, 色 线 的 位 置 不 间 。 


例 1-3 流 场 仍 为 u== (二 ,x2,0), 写 出 色 线 的 表达 式 。 


由 式 (1-23) 经 积分 可 得 到 
Se 


人 


3 一 (3 


应 用 初始 条 件 , 当 t= 一 + 时 ,x 一 6, 可 得 
5 一 人 (1 十 z) 


改写 为 


(3 一品 


人 3 一 名 
这 就 是 通过 上 点 的 色 线 方程 式 ,对 于 所 有 的 时 间 ;都 适用 。 作 为 
一 个 特例 ,假定 :一 0, 则 这 些 方程 式 变 为 


l 

7 一 与 Tt 

ZX 一 名 ee 2 

Ta 一生 
消去 参数 ,得 A 

zs 一色 el ， Ts 一 名 

上 式 就 是 通过 二 点 ,在 上 = 一 0 时 的 色 线 方 0 ,下 而 x 
程 , 所 得 的 色 线 方程 描述 的 是 在 zs 三 名 加 
平面 上 的 一 条 曲线 ,如 图 1-8 所 示 。 图 1-8 色 线 


如 采 流 场 是 恒定 的 ,并 不 随时 间 而 变 
化 , 则 这 个 流 场 中 的 流 线 , 迹 线 和 色 线 全 部 重合 ,否则 三 者 均 不 一 致 。 


。 254 。 


1.4.4 流 管 


在 流 场 中 给 定 一 条 不 与 流 线 重 合 的 封闭 曲线 , 东 一 瞬时 通过 
此 封闭 曲线 上 所 有 各 点 的 流 线 形 成 一 个 封闭 的 曲面 称 为 流 管 
(stream tube) 。 图 1-9 所 示 为 流 管 中 的 一 段 。 封 财 曲 线 缩 至 无 穷 
小 时 的 流 管 称 为 元 流 (stream filament)。 流 管 中 处 处 与 流 线 方 向 


王 直 的 模 有 断面 称 为 过 流 断 面 。 
人 2 


图 1-9 流 管 段 
对 于 不 可 压缩 流体 ,表达 质量 守恒 的 连续 方程 为 
yY*H=0 (1-17) 
将 连 组 方程 写 为 积分 形式 , 即 


由 附录 工 .6 中 的 高 斯 公式 可 知 


中 V，。 dy 一 | ML。1do 一 10 (1-27) 
Vt) SC) 


式 中 : n 为 出面 外 法 线 方 同 的 单位 向 量 ;S(t) 为 流 管 的 表面 积 , 包 
括 流 管 侧面 和 两 端的 过 流 断 面 面 积 A 积 A, ;V (7) 为 整个 流 管 所 
包围 的 体积 。 在 流 管 的 侧面 wu，n= 二 0, 所 以 


| ML 。 ndS 十 | uUu»*ndS=0 
A, 4。 


* De 


| 

Qi+Q;=0 

Qi = &; {1-28) 
式 中 : Qi .Q; 为 穿 过 流 管 两 端 过 流 断 面 面 积 A; ,A; 的 体积 流量 。 
所 以 对 于 不 可 压缩 流体 , 流 管 中 通 过 任 一 过 流 断 面 的 流量 为 一 第 
数 , 这 也 是 质量 守恒 原理 或 者 说 是 连续 方程 的 一 种 型 式 。 在 流 场 
内 部 由 于 VY，w 一 0 为 无 源 场 , 不 存在 任何 源 (source) 和 和 沪 (sink)， 
因此 流 管 不 可 能 开始 或 终止 。 流 管 必须 是 封闭 的 管 路 ,或 延伸 至 
无 穷 远 ,或 开始 并 终止 于 流 场 的 边界 ，。 


1.5 环 量 、 涡 量 , 疯 线 和 疯 管 


1.5.1 环 量 与 涡 量 


流 场 中 给 定 一 封闭 曲线 ,流速 问 量 沿 封 闭 曲 线 的 线 积分 
pu .dj 一 下 (1-29) 


称 为 速度 环 量 ,简称 环 量 (Ccirculation)。 式 中 dl 为 封 财 曲线 的 有 
向 微 元 弧 段 。 当 沿 反 时 针 方 同 进行 积分 时 ,如 采 积 分 值 为 正 , 则 环 
量 为 正 值 。 

流速 向 量 u 的 旋 度 (curD) 定 义 为 流体 微 团 的 涡 量 (vorticity)， 
2 表示。 


€] Ce? C3 
a da d d ue 
] ”一 _ a : _ 
人 2 一 cUrl u—Y Xu= 5 dr Dx. ct (1]-30) 


式 中 : Cl “€» 3 分 别 表示 沿 坐 标 轴 TI1 X23 的 单位 问 量 ;si 为 置 
换 张 量 (Calternating tensor,permutation tensor)。 


。 26 。 


由 附录 1 .8 可知 
1， ijk 二 123,231,…( 偶 次 置换 ) 
“| TO (1-31) 
0， 除 以 上 两 种 排列 之 外 


则 
QQ= fe {et (8e 
oO ua gus 
”94r; 0x3 
” 9 
四 du 
人 ri dX» 


式 中 : (21 {bf 分 别 表示 三 个 坐标 轴 1 9 9 方 和 回 的 涡 量 分 量 。 
定义 角 转 速 向 量 ® 来 反映 流体 微 团 的 转动 , 则 
l 


办 一 了 4 (1-33) 
对 流体 微 团 的 涡 量 一 V Xu 取 散 度 可 得 涡 量 连续 方程 
V*:Q—V. (VXu)=0 (1-34) 
由 上 式 可 知 澳 量 也 是 无 藤 同 量 。 


1. 5.2 斯 托 克 斯 定理 


空间 区 域 中 任意 两 点 能 以 连续 线 连 接 起 来 ,而 且 在 任何 地 方 
这 个 连续 线 都 不 越过 这 个 区 域 的 边界 ,这 种 空间 区 域 称 为 连通 域 。 
在 连通 域 中 任意 封闭 曲线 可 无 限 地 缩小 到 一 点 ,而 在 缩小 过 程 中 
并 不 越过 连通 域 的 边界 ,这 种 连通 域 称 为 单 连通 域 , 例 如 球面 内 部 
的 空间 区 域 或 两 个 同心 球 之 间 的 空间 区 域 等 都 是 单 连通 域 。 凡 不 
具有 单 连 通 域 性 质 的 连通 域 , 称 作 多 连通 城 。 

沿 包围 单 连通 域 的 有 限 封闭 曲线 的 速度 环 量 等 于 通过 此 单 连 
通 域 的 潢 通 量 , 即 

Ds 


bu. d=| .nd4 (1-35) 
L 总 


上 式 就 是 联系 速度 环 量 和 涡 通 量 之 间 关 系 的 斯 托 克 斯 定理 
(Stokes theorem) 。 面 积 A 的 法 线 方向 与 曲线 L 的 正方 向 构成 
右手 螺旋 。 
斯 托 克 斯 定理 证 明 如 下 : 

如 图 1-10 所 示 ,在 zizs 平面 内 由 封闭 曲线 上 所 包围 的 面积 
为 A ,A 为 单 连通 域 。 在 A 内 取 任 一 微 元 面积 dh; , 沿 dA, 周边 
的 速度 环 量 由 图 1-11 可 知 


| da 
T; = uidzxi 二 (wu 十 到 :dz )dz: 一 (a + 3 dx: )dz — Us dz， 


= (一 了 
gr dX 
= (2.dA 


Jdzxidz; 


由 式 (1-32) 知 2 -2 一 D,。 由 图 1-10 可 以 看 出 :A 域内 部 各 


di jx» 
微 元 面积 边界 线 上 的 环 量 均 为 其 相 令 微 元 面积 边界 线 上 的 环 量 所 
抵消 (大 小 相同 方向 相反 )。 例 如 dA; 中 的 bc 线段 其 环 量 为 


图 1-10 单 连 通 域 A 


78 。 


图 1-11 dA， 


( dr ) dz 而 在 d4， 中 的 co 线段 其 环 量 为 


一 (ww 十 了 dri dr ,二 者 抵消 ， 最 后 只 剩 整个 A 域 的 边界 工 曲 
线 上 的 微 元 段 的 环 量 得 到 保留 ,于 是 得 到 
=u “dl=|| 0 .ndA (1-36) 


L 曲线 和 其 所 包围 的 面积 可 以 推广 至 任意 三 维 的 情况 。 斯 托 元 斯 
定理 使 得 涡 通 量 的 计算 得 以 简化 ,因为 环 量 的 计算 是 对 流速 回 量 
进行 线 积 分 ,如 果 直 接 计算 涡 通 量 , 则 需要 对 涡 量 进行 面积 分 , 且 
涡 量 又 是 流速 的 偏 导 数 。 

涡 量 不 为 零 的 流动 称 为 有 旋 流 动 或 有 油 流 动 (rotational 
flow) 。 如 果 一 个 流 场 中 任 一 点 的 油 量 均 为 堆 则 为 无 润 流动 (irro- 
tational flow) ,在 这 样 的 流 场 中 当然 没有 视线 。 

当 流 域 为 多 连通 域 ,如 图 1-12 所 示 的 一 个 无 限 长 的 柱 形 流 
域 , 不 仅 有 外 边界 世 , 而 且 有 内 边界 二 , 则 凡 包 围 的 曲线 (如 元; ) 
则 不 可 能 无 限 地 缩小 到 一 点 。 多 连通 域 要 应 用 斯 托 克 斯 定理 需要 
进行 处 理 , 即 从 外 边界 L 上 某 一 点 a 处 切断 流域 至 内 边界 L 上 的 
b 点 ,在 紧 靠 ab 处 划 出 另 一 线段 a'b' ,于 是 就 形成 了 一 个 边界 为 
abL ba La 的 区 域 ,多 连通 域 就 变 为 单 连 通 域 ,于 是 就 可 以 应 用 

ee I0 。 


斯 托 克 斯 定理 了 ,推导 说 明 如 下 ， 


A wl ba lLa 


其 中 
. u d= | dl 十 | wdlt | u 
upl.'b'a' La ub : b'a 
+| u* dl 
ala 
而 | = 一 | 
uh pa 
| ud 一 一 | u*» dl 
Ha.'b bpL'p 
所 以 
和 wd 一 | udl—| u*dl 
ubl.'b'a'la a La pLi'b 
-中 ud 一 u*。 dl 
L LL 
从 而 可 得 


1e.naa= 中 ed u* di 
各 L L 


图 1-12 多 连通 域 


。 30 。 


-dl 


令 了 一 中 wu dl,Ti = 中 心 , di, 则 上 式 可 改写 为 
1 1. 


J =|| 0 :ndA (1-37) 
aa 


多 连通 域 具 有 重要 的 实际 意义 。 例 如 :平面 问题 中 国体 在 流体 中 
运动 就 形成 一 个 双 连 通 域 ,这 时 绕 固 体 的 任意 封闭 曲线 ,其 环 量 可 
能 不 为 零 。 正 是 由 于 这 个 环 量 而 产生 了 了 升力 (lift)。 这 是 近代 航 
空 飞行 器 发 展 的 基础 ,将 在 第 7 章 中 详 述 。 

1. 5.3 涡 线 与 涡 管 

涡 线 (vortex line) 是 其 一 固定 瞬时 在 涡 量 场 中 的 一 条 线 ., 这 
条 曲线 上 每 一 点 的 切线 都 与 该 点 的 高 量 回 量 相 平行 。 涡 线 上 各 点 
处 的 流体 微 团 均 绕 各 点 处 涡 线 的 切线 为 轴 而 转动 。 涡 线 的 方程 式 
可 由 其 定义 给 出 


WXxXdr=0 (1-38) 
在 直角 坐标 系 中 与 为 
a dz， dx 
(人 
(1-39) 


涡 线 与 流 线 是 两 种 性 雇 不 同 的 曲线 ,通过 空间 某 点 处 ,在 指定 时 刻 
上 可 同时 男 出 流 线 与 视线 ,一般 来 说 二 者 会 有 一 个 交角 a。 值得 注 


意 的 是 a 的 两 个 特例 : 一 是 "一 本 ,说 明 流 线 与 涡 线 正 交 , 为 平面 


有 涡流 动 ;一 是 a 一 0, 说 明 流 线 与 涡 线 重合 ,这 就 是 螺旋 流动 
(spiral flow)., 

在 涡 量 场 中 取 一 条 不 写 纲 线 重 台 的 封闭 曲线 , 某 一 瞬时 所 有 
通过 此 封闭 曲线 上 各 扣 的 涡 线形 成 一 个 封闭 的 曲面 , 称 为 涡 管 
(vortex tube) .如 图 1-13 所 示 。 涡 管内 的 流体 称 为 涡 束 。 作 一 截 
面 与 涡 管 内 所 有 闹 线 相 和 王 直 ,以 涡 绾 的 侧 表面 为 界 . 这 种 截面 称 为 

Te 


旋涡 断面 。 旋 涡 断 面 缩 至 无 穷 小 时 的 谓 管 称 为 元 调 。 元 涡 内 的 浙 
体 称 为 涡 丝 (vortex filament)，。 


图 1-13 涡 管 段 
像 流 管 一 样 , 由 于 V，Q=0, 涡 量 场 也 是 无 源 场 , 涡 管 在 涡 景 
场 内 部 也 不 可 能 终止 , 它 必须 是 封闭 管 路 ,或 延伸 至 无 穷 远 ,或 终 
止 于 涡 量 场 的 边界 上 。 边 界 可 以 是 固体 边界 ,也 可 以 是 液体 与 气 
体 相 交接 的 自由 液 面 。 
在 涡 量 场 内 通过 任 一 旋涡 断面 A 的 涡 量 | 2， dA 称 为 涡 通 
量 (vorticity flux) ,或 称 为 涡 管 的 强度 (vortex strength)。 对 式 
(1-34) 应 用 高 斯 公式 ,在 任意 一 段 涡 管 中 可 得 
| vody =| QndS=0 (1-40) 


在 涡 管 的 所 有 侧面 上 Q2，n 二 0, 因 此 在 这 段 涡 管 的 两 个 旋涡 断面 
Al 及 A, 上 有 


| .ndaa+| ondA=0 (1-41) 


如 采 令 0 表示 A 断面 上 的 平均 涡 量 ,2: 表示 As 断面 上 的 平均 
涡 量 , 则 式 (1-417 可 改写 为 
fA = A (] -42) 
ee 3ID 。 


1 了 站) 


应 用 斯 托 克 斯 定理 于 一 个 涡 管 ,由 式 (1-41) 可 得 
一 二 Ts = 
1 一 了 2 (ls=43) 
由 此 可 见 ; 在 涡 管 的 任意 断面 上 坏 量 均 相同 。 


1.6 辫 姆 翟 兹 速度 分 解 定 理 


当 流 速 场 & 给 定 , 变 形 速 率 与 流速 场 之 间 存 在 着 运动 学 的 关 
系 。 如 图 1-14 所 示 ,P(Cx, 让 点 处 流速 为 u(x,71), 令 近 一 点 Ser 
Ax,i) 点 处 流速 为 u(x 十 Ax,1) ,应 用 泰勒 级 数 (Taylor series) 展 
开 , 得 


du.: 
uxt A Eu + (Fe), A 
— w(x) 十 入 RE 
Adu; 
Au, 0 
{iow lou F575 A 
人 2o07i 2ori 297, 
| ， 
(十 尝 )Az+3 (于 一 守 jaz 
a 97r; gr . 
-44) 
=e; AX; 二 é. AX; 令 | 
Ox Ax,f) u(x TAX 
DX,?) 


HM(X,!) 
图 1]-14 变形 速率 与 流速 场 关系 
。 33 。 


根据 附录 .9, 张 量 人 可 分 解 为 一 个 对 称 张 量 es = 


到 ( 演 十 到 ) 和 反对 称 张 量 &; 2 \9x. az ;其 中 
Ou 3 (2 2 | 到 (3 十 32 | 
Ax) 2 \gdT, 9x 2 \9x3 gx 
到 (于 5 ) du 到 (了 5 ) 
人 2 ox dr» dx 2 \a 万 3 AX 
3 (+) 5 (2 5 | Ous 
2 \gr: 0x; 2 \9X» 9X1 9X3 
(1-45) 
| 1 (2 am 工 (2 au ) 
2 ox, UTI 2 or3 Ti 
=|3 (失守 ) 0 3 (3) 
jy 2 dx] dx, 2 or 9 
于 ( 隋 一 了 二 (3 次 一 3 ) 0 
2 dx) dX 2 ox, dg 
(1-46) 


ej 为 流体 运动 中 流体 微 团 的 变形 速率 张 量 ;6 为 流体 微 团 的 角 转 
速 张 量 ,或 称 转动 张 量 。 上 述 表 达 式 中 各 项 的 物理 意义 如 下 : 

1. 变形 速率 张 量 

考虑 以 PP 点 为 代表 的 流体 
微 团 ,坐标 原点 位 于 P 并 跟随 P 
点 运动 。 这 样 可 以 把 单纯 位 移 的 
影响 分 离 出 去 。 

(1) 在 e; 中 ,如 果 际 el == 


和 外 ,其 他 各 项 均 为 零 , 如 图 -| 


Bx AAA! 
1-15 所 示 。 经 过 At 时 间 S 点 相 
对 PP 点 由 于 流体 微 团 变形 而 移 
ss 34 »。 


图 ]-1> 流体 徽 团 的 线 变形 


至 S 处 , 即 
QU] 


可 并 


由 此 可 见 : 2 国 是 PS 之 间 单位 时 间 内 单位 长 度 的 相对 位 移 , 称 为 


SS 一 


A Ai 


线 恋 形 速率 , 同 理 22 ,Se 为 rsyzs 方向 的 线 变形 速率 。 体 积 脱 


dX, Ox 


yw 二 守 (1-47) 
er =F tar tT gr, vy J dr 


(2) 角 变 形 率 。 = 方 (人 | 


由 图 1-16 可 知 
/SPR—/SPR’=0 + 


9 
0, = ZA, Ar/AX 
dx] 


图 1-16 流体 微 团 的 角 变 形 


5 
综合 上 述 3 式 可 得 
/SPR— /SPR’ du ,ou; 
一 ”一 -一 一 一 一 一 7/ 
At Ix, | Fz «12 
一 工 (2 ou 
“2 一 2 ( 妥 + 胸 
2 可 9 
同 理 可 得 el; ,ez e575 (+ ) (1-48) 
2 9 x 9 Xi 
= (于 5 ) 
2 2 9 TX 9 Xx» 


式 中 ;el 表示 二 1 全 2 平面 的 角 变 形 率 ;els 表示 人 13 平面 的 角 变 形 
率 ;ess 表 不 十 2 3 平面 的 角 变 形 率 。 
2. 角 转 速 张 量 6&6 


角 转 速 向 量 为 @,@ 一 让 2。 因 此 


四 一 el 十 oz ez 十 cas es 


3 


1 2\9r 97; 
1] /9u: 9us (1-49) 
一 王 (5 一 了 
] /au di 
一 了 (一半 ) 
如 流体 微 团 在 流动 中 没有 变形 ,ej 二 0, 则 由 式 (1-44) 得 
Au; = é&,Ax, 


当 i 二 1, 由 式 (1-46) 可 知 6 一 0, 所 以 
Aul 一 己 ， AZ 十 6 AX 


1 du du 1 9uU] Ou3 
2 Fs ay， )Az:+ 2 (用 ax, )Az 
一 一 0 AT 二 Tw Azs (1-50) 
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由 理论 力学 可 知 : 在 图 1-17 中 , 当 刚 体 绕 O-O 轴 转 动 时 ,其 
土 某 一 点 久之 速度 Au 为 


Cl 《2 3 
和 8 一 四 六 AxX 一 | 山 : 0 
AX! AX,» AX; 
Au — Ey AT, C1551> 


0 AX 0O 
图 1-17 刚体 的 转动 
由 此 可 见 : 由 转动 引起 的 x 方向 的 速度 为 


At 一 AZ 一 3 人 A 人 7， 
上 式 与 式 (1-50) 完 全 相同 。 即 与 Az 一 (@XAx),, 相 当 于 具有 和 角 
转速 为 四 的 刚体 转动 , 台 表 示 流 体 微 团 的 角 转 速 。 二 阶 反 对 称 张 
量 还 可 以 写 为 


名 一 也 《23 0 = 一己 [eaD4] (1-52) 
一 《22 {21 0 


于 是 得 到 玄 姆 霍 效 速度 分 解 和 定理 (Helmholtz velocity decom- 
posing theorem) :流体 运动 中 一 点 PP 与 其 邻近 的 Q@ 点 (图 1-14)， 
二 者 的 速度 差 是 由 体积 膨胀 . 剪 切 变形 和 转动 三 者 组 成 。 因 此 Q 
点 的 流速 可 分 解 为 

Li(X 十 Ax) 一 zxX) 十 eyAzi 十 名 Ar (1-53) 
os 


1.7 有 势 流 动 


人 研究 流体 流动 的 特性 ,往往 着 卢 于 流 场 中 某 一 -处 内 大 量 流 体 
质点 所 形成 的 流体 微 团 在 流动 过 程 中 的 变化 。 由 上 市 已 知 流 体 微 
团 在 流动 过 程 中 不 仅 有 平移 运动 ,而 且 由 于 流体 质点 之 间 的 速度 
差别 ,在 流动 过 程 中 出 现 流 体 微 团 的 变形 和 旋转。 而 流动 过 程 中 
流体 微 团 是 否 存 在 旋转 运动 ,对 流动 特性 的 影响 最 为 重要 。 

流 场 中 任 一 流体 微 团 没有 绕 通 过 此 微 团 的 任何 方 品 轴线 旋转 
的 流动 , 称 为 无 诈 流 动 或 无 澳 流 动 。 这 时 在 整个 流 场 中 渴 量 处 处 
为 过 , 即 Q==0。 于 是 ,根据 斯 托 克 斯 定理 式 (1-35), 可 得 

la .ndA = 中 .di 一 0 (1-54) 


如 来 在 流 场 中 任意 两 点 A 和 B 之 间 绘 出 任意 曲 2 B 
线 1 与 2 组 成 一 个 封闭 环形 曲线 ( 见 图 1-18), 则 

由 中 .di 一 0 可 得 ! 

- 4 


B A 
。 。 dla—0 
| d+| Wed 图 1-18 环形 曲线 


HB-—r2 


如 下 改变 回转 方向 , 则 标量 积 w，di 改变 符号 , 即 
| ue df =—| u* dl 


B-»? A—2 
代入 上 式 得 
i B 
| ML dl -| ued[lo—0 
A* 1 A-2 
B B 
| wd 一 | ue dl (1-55) 
A—! A—r*2 


式 (1-55) 说 明 : 由 A 点 至 B 点 流速 向 量 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 

只 决定 于 两 个 端点 A 与 B 的 位 置 。 这 样 的 向 量 为 有 势 向 量 

《potential vector) ,有 势 回 量 场 中 存在 一 个 连续 可 微 的 标量 顺 数 
。 38 a 


!, 称 为 势 郴 数 。 对 于 流 场 而 言 , 当 流速 向 量 为 有 热 向 量 , 势 函数 8 
称 为 流速 势 (velocity potential)。 有 具有 流速 势 的 流动 称 为 有 势 流 
动 (potential flow)。 无 涡流 动 就 是 有 势 流动 。 有 势 流 动 中 ,只 要 
求 得 流速 势 沟 数 了 在 空间 上 的 分 布 $(x) 二 8(x1 ,XT;,.T3), 就 可 求 
得 流速 向 量 , 因 为 流速 向 量 w 与 流速 热风 的 关系 为 

u=YV?$ (1-56) 
空间 任 一 点 的 流速 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 为 wy, 由 上 式 
可 知 


a og os 
~ 97 es 人 Su 
这 时 流 场 中 涡 量 QVXu 一 VX V#=0, 可 见 是 无 涡 的 。 
由 无 涡流 动 的 条 件 Vxu=0, 可 写 出 其 分 量 形式 为 
us du 或 dus us 
dX dX 9X» 0X3 
du du; guy ou 
Wl = 好 一 一 一 -一 1-5 
drs gl 或 dXs 9X 、 
Su a 
OX ds 0 dX 


从 数学 上 讲 , 这 就 是 使 速度 wi ,wu 的 表达 式 (dzr) 十 刀 dzrs 十 
dzri ) 为 某 一 标量 函数 风 的 全 微分 的 必要 和 充分 条 件 。 因 此 ,天 
涡流 动 中 有 

2 og og 


dy 一 zi dz Tus dr, + us dx, 一 J 十 dz 十 5 rd 
(1-59) 
日 网 
ee oF 一 09 ee ag 
0 
Bh 
u= V9$ 


叭 30 地 


与 式 (1-57) 一 致 。 
如 把 式 (1-57) 代 入 不 可 压缩 流体 的 连续 方程 (1-17) ,得 
9:$ 9:$ op 


了 
Cr Os QT? 


0 (1-60) 


2 a 2* 
使 用 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacc operator)Vy’ 二 二 十 一 = 十 一 ，, 则 
dT 9 73 ox 


V2g 一 0 (1-61) 
式 (1-61) 称 为 拉 普 拉 斯 方程 (Laplace equation)。 有 势 流 动 把 流 
速 的 一 个 分 量 归并 成 一 个 流速 势 吨 数 , 只 有 一 个 未 知 量 , 从 而 使 问 
题 的 求解 大 大 简化 。 而 且 由 于 流速 势 满 足 拉 普 拉 斯 方程 。 拉 普 拉 
斯 方程 为 二 阶 线性 椭圆 形 的 偏 微 分 方程 ,数学 上 曾 进 行 过 大 量 的 
研究 ,从 而 使 得 在 求解 时 ,可 充分 发 挥 数 学 分 析 方 法 的 优势 。 
在 单 连通 域内 ,》 为 单 值 因数 , 即 在 域内 每 一 点 处 只 能 有 一 个 
点 值 。 由 式 (1-56) 可 得 .dl 一 dg, 因 此 流 场 中 一 点 PCx) 处 的 有 
值 为 


p 
$(P) = | u*. dl (1-62) 


式 中 :A 为 线 积分 的 起 点 ,该 点 处 了 值 应 为 零 。 对 于 不 恒定 流动 ， 
则 多 不 仅 是 空间 点 的 函数 而 且 是 时 间 1 的 函数 , 即 8 一 x,t)，。 
单 连通 域 势 流 流动 中 由 于 流速 势 为 单 值 汝 数 。 因 此 流 线 不 可 
能 是 封闭 的 ,因为 封闭 的 流 线 其 环 量 不 可 能 为 零 , 从 而 违反 了 ?为 
单 值 量 数 的 线 论 。 
双 连 通 域 中 ,如 图 1-12 的 无 限 长 柱 形 曲面 之 间 的 区 域 , 由 式 
(1-54) ,对 于 有 势 流 动 2 二 0, 因 此 可 得 
Ti—T=0 
T= Tr (1-63) 
在 内 、 外 边界 之 中 取 任 意 包 围 内 边界 LL 的 曲线 工 | , 均 可 由 同样 的 
方法 证 明 沿 元 曲线 的 环 量 局 也 等 于 已 。 由 此 可 见 : 在 双 连 通 
域 有 势 流 场 中 ,包围 内 边界 的 任何 封闭 曲线 上 的 环 量 为 常数, 等 于 
* 4 。 


内 边界 周 线 L 上 的 环 量 天-。 每 绕 包 围 内 边界 的 封闭 曲线 一 次 ， 
环 量 将 增加 疙 ; , 夺 统 行 n 次 则 环 量 增加 nT 。 封 闭 曲 线 上 任 一 点 
的 速度 势 ?也 将 随 着 绕 内 边界 的 次 数 而 增加 xT.。 可 见 ; 在 双 连 
通 域 中 ,有 努 流 场 中 一 氮 的 速度 势 并 不 是 单 值 吨 数 而 是 多 值 的 。 
任意 两 点 之 间 的 速度 势 的 差 值 等 于 该 两 点 之 间 任 意 曲 线 积分 


|a ,dl 加 mr , 视 绕 过 内 边界 的 次 数 4 而 定 ， 
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流体 运动 党 只 就 流体 运动 的 表现 来 研究 流体 运动 ,而 不 涉及 
流体 运动 的 发 生 以 及 流体 运动 状态 改变 的 原因 ,也 就 是 没有 研究 
力 (force) 的 作用 。 本 章 将 研究 力 对 流体 运动 的 作用 ,从 而 导出 控 
制 流体 运动 的 基本 方程 式 。 首 先 给 出 人 研究 真实 流体 , 即 考 虑 流体 
粘性 时 的 动力 学 基本 方程 式 一 - 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,进而 建立 
对 于 理想 流体 流动 的 欧 拉 方 程 以 及 欧 拉 方程 的 积分 一 一 伯 努 利 
方程 。 

流体 都 是 有 粘性 的 ,但 在 某 些 情况 下 粘性 的 作用 很 小 以 至 可 
以 和 忽略。 忽略 粘 性 的 流体 是 一 种 理想 化 了 的 流体 , 故 称 理想 流体 。 
本 书 中 主要 人 研究 对 象 是 以 水 为 代表 的 液体 ,因此 可 以 不 考虑 压缩 
性 。 不 考虑 流体 的 粘性 和 压缩 性 使 得 流动 问题 的 数学 处 理 大 为 简 
化 ,因此 理想 流体 运动 的 数学 描述 达到 更 加 完美 的 地 步 。 但 是 必 
须 十 分 注意 在 哪些 情况 下 可 以 把 流体 当 作 理想 流体 来 处 理 , 在 有 
些 情 况 下 忽略 粘性 将 招致 重大 的 恋 误 。 

一 般 情 次 下 , 当 表 征 流 体 惯 性 力 与 粘性 力 之 比 的 雷诺 数 
(Reynolds number) 很 大 时 , 业 性 对 流动 的 影响 将 集中 于 固体 边界 
附近 很 注 的 边界 层 (boundary layer) 内 ,而 边界 层 以 外 的 广大 区 域 
流动 完全 可 以 看 成 是 理想 流体 的 运动 。 对 于 边界 层 而 言 ,其 外 缘 
的 流速 及 压强 将 由 绕 流 物体 的 理想 流体 势 流 理论 给 出 .可 见 对 理 
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想 流体 运动 的 研究 ,即使 在 解决 真实 流体 运动 时 ,也 具有 十 分 重要 
的 意义 。 

由 于 粘性 流体 运动 已 另 有 《粘性 流体 力学 党 一 书 专门 论述 ， 
因此 本 书 将 重点 讨论 理想 流体 的 运动 。 在 很 多 流体 运动 问题 中 ， 
理想 流动 的 研究 往往 具有 基础 性 的 意义 。 

在 波浪 运动 的 研究 中 也 常常 把 流体 看 作 理 想 流 体 ,但 这 是 基 
于 假设 采 个 特征 长 度 ( 如 波长 ) 和 某 个 特征 速度 (如 波 速 ) 所 组 成 的 
雷 旋 数 很 大 ,粘性 的 影响 将 只 集中 于 沿 固体 边界 或 自由 表面 的 边 
界 层 内 。 

本 章 给 出 的 欧 拉 方程 和 第 1 章 给 出 的 连续 方程 构成 了 理想 流 
体 运 动 封闭 的 基本 方程 组 。 在 给 定 的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 , 原 
则 上 说 可 以 解决 所 有 理想 流体 的 流动 问题 , 求 得 其 流速 场 和 压强 
场 。 但 是 由 于 欧 拉 方 程 的 非 线 性 ,基本 方程 求解 仍 很 困难 。 当 流 
动 为 恒定 流动 或 无 涡流 动 , 欧 拉 方 程 可 以 通过 积分 得 到 伯 努 利 方 
在 。 由 于 伯 努 利 方程 在 工程 实际 中 应 用 得 很 广泛 ,因此 本 章 中 对 
各 种 流动 情况 下 的 伯 努 利 方程 进行 了 深入 的 讨论 。 


2.1 流体 中 的 作用 力 


流体 的 各 种 物理 性 质 引 发 了 各 种 不 同性 质 的 作用 力 ,例如 
由 于 流体 具有 质量 ,在 万 有 引力 场 中 有 重力 ;由 于 流体 的 粘 兆 性 ， 
在 流体 内 部 或 流体 与 边界 之 间 有 摩擦 阻力 ;由 于 流体 的 压缩 性 , 因 
而 有 弹性 力 ; 由 于 流体 中 分 子 运动 的 特点 .在 流体 内 部 或 流体 与 边 
界 之 间作 用 有 压力 等 等 。 所 有 这 些 力 如 果 按 其 作用 于 流体 的 方 
陈 , 则 可 将 作用 力 分 为 体积 力 和 面积 力 两 种 : 


DD 前 梓 雄 , 董 曾 南 . 粘性 流体 力学 . 北京 清华 大 学 出 版 社 ,1998 
二 


1. 体积 力 (body force) 
体积 力 是 作用 于 流体 质量 上 的 非 接 触 力 , 例 如 地 心 引 力 等 。 
这 种 力作 用 于 每 一 流体 质点 上 。 体 积 力 可 表示 为 CFV。 其 中 : f 
为 单位 质量 力 ;pf 为 单位 体积 力 。 
2. 面积 力 (surface force) 
面积 力 为 流体 或 固体 通过 接触 面 而 施加 在 另 一 部 分 流体 上 的 
力 。 它 是 流体 在 运动 过 程 中 作用 在 流体 内 部 假想 的 面积 上 的 ,由 
于 流体 的 变形 和 相互 作用 而 在 流体 内 部 产生 的 各 种 应 力 ,或 者 是 
流动 的 固体 边界 对 流体 所 施加 的 面积 力 。 设 单位 面积 上 的 面积 力 
为 p, 它 是 空间 坐标 x ,时间 t 和 作用 面 外 法 线 方向 n 的 也 数 ,n 为 
单位 法 线 向 量 。 仿 
p= (pi,p;, ps) (2-1) 
n(n ,nz ,73) (2-2) 
下 标 1 ,2,3 分 别 表示 为 zx1 ,x2 ,Xx3 轴 上 的 分 量 。 流 场 中 其 一 坐标 
尽 处 , 某 一 时 刻 1 时 的 流体 面积 力 , 由 于 它 是 向 量 n 的 一 个 向 量 函 
数 , 所 以 可 写 为 9 项 : 
Pi 一 Oi17 on on 
p: 一 Gilz7tl T0227 to (2-3) 
ps =o03n T0237 03 ns 
一 点 的 应 力 状 态 如 图 2-1 所 示 ,常用 应 力 张 量 (stress tensor)o,; 来 
表示 ,0;; 下 标 中 i 表示 作用 面 的 外 法 线 方向 ,i 表示 面积 力 的 方向 。 
0;; 为 空间 点 坐标 及 时 间 : 的 殴 数 。 


Ol Ol OO 
0;; (|0 0 | (2-4) 
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式 (2-3) 写 为 张 量 形式 为 ( 见 附 录 中 工 . 11) 
pn*6 (2-5) 
或 pi = 0;n, (2-6) 
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式 (2-5) 表 明 面 积 力 可 以 表示 为 受 力 面积 外 法 线 单 位 网 量 严 与 该 
点 应 力 张 量 e 的 点 积 。 


图 2-1 流体 中 一 点 的 应 力 状 态 


2.2 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 


在 明确 了 流体 中 的 作 几 力 后 ,可 以 推导 实际 流体 中 的 动量 方 
程式 , 即 纳 维 -斯 托 殉 期 方程 。 


2.2.1 雷诺 第 二 输 运 方程 


应 用 输 运 方程 (1-12) ,如 把 (CoF) 看 作 某 一 物理 量 , 则 
d d(pF) 
| Corydv = 由 [T+ pF Vw Jav 


IE 
= [oo 二 十 了 本 十 FPCY w) |dv 


上 式 等 号 右 侧 第 二 、 三 两 项 可 写 为 F| +pv: 由 |, 由 式 (1-16) 
可 知 此 项 为 零 ,于 是 


5 oravy = pdv Ch, 
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上 式 即 为 雷诺 第 二 输 运 方程 。 
2.2.2 动量 方程 


动量 方程 (momentum equation) 是 动量 守恒 原理 在 流体 运动 
中 的 表现 形式 .运动 春 的 流体 微 团 的 动量 可 表示 为 
udm = poudV 
动量 守恒 原理 要 求 流体 系统 的 动量 变化 率 等 于 该 系统 上 的 全 部 外 
力 的 合力 , 即 


d 
$euav 2 f 


F 为 外 力 , 由 2.1 和 节 可 知 外 力 包 括 了 体积 力 和 作用 于 控制 体 表面 
的 面积 力 ,于 是 动量 方程 式 可 写 为 


al oudV = I of dV 二 | pds 
dz ve V(t) S(2) 


此 即 拉 格 衣 日 型 积分 形式 的 动量 方程 , 右 侧 第 一 项 为 体积 力 , 第 二 
项 为 面积 力 。 由 雷诺 第 二 输 运 方程 ,上 式 改写 为 


册 ，e5 pdV = [| ofav+|| n°. gdS 


A 上 式 也 可 瑟 为 


J df v= |, pfid v+| 0d 
由 高 斯 公式 ,上 式 等 号 右 侧 第 二 项 的 面积 分 可 改写 为 体积 分 的 形 


式 , 即 
| ndS 一 中 cidyV 
SCz) Vt 口 ， 


中 Sedy = 由 of dy+|‖ 和 dy (2-8) 
ve 


由 于 VO) 是 作 收 的 个 控制 休 体积 .可 得 负 形 的 也 拉 再 动量 
。 46 。 


方程 ,外 


90,, 


Ui; | 
Pp w 

式 (2-9) 的 回 量 形式 可 与 为 
p= p+v: 6 (2-10) 


这 里 并 未 考虑 作用 力 的 物理 性 质 , 而 只 是 考虑 了 力作 用 于 流体 的 
方式 , 即 体积 力 与 面积 力 的 形式 。 
式 (2-9) Ce 


pT + pu, ee 一 pf 52 (2-11) 
以 u; 来 连续 方程 式 (1-15), 即 
3 
ci( 汪 二 fe )= 0 (2-12) 
式 (2-11) 扣 式 (2-12), 得 
oo _ 9), 
本 一 CO/ 2 (Puu, Oj; ) (2-13) 


式 中 ， Puiu; 0, a Ni; 称 为 动量 通 量 张 量 (momentum {lux tensor) 4 
它 是 一 个 对 称 张 量 . 所 以 式 (2-13) 又 可 写 为 


9 (popu) 
dt 


现在 来 证 明 应 力 张 量 os 为 对 称 张 量 , 即 o 二 6o,;。 由 动量 矩 守 
恒 原 理 可 得 


一 Of 一 V。 兢 (2-14) 


xx (pwdV = 力矩 之 和 


式 中 : xX 表示 又 乘 .在 流体 上 作用 的 有 体积 力 和 表面 力 .力矩 之 和 
应 为 | x x (of)dV +|| > x (n，6)dS, 应 用 雷诺 第 二 输 运 方 


程 , 上 式 等 写 左 侧 为 
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oT 


1 = 
ll x (ow dV = Ty ,eeY 


=| F(xxwadv 


= 用 ne 交 Xu )+ (x x PF) |av 


一 = 首 oxX dV 
LA 


上 式 推导 中 应 用 了 全 Xu=uXu=0. 


到 耐力 力 逢 可 应 用 附录 I .8 所 述 的 置换 张 量 ex 来 表示 两 问 
量 义 乘 , 则 表面 力 力矩 为 


L xX (nn. odS 
SC 


A (天 二 GT),.do 


ED 7 dS 


DCZiGA ) 
E 一 一 一 dd 
Vy 9 


一 人 (3 tT 5 )av 
式 中 : 2 可 写 为 6,, 形式 的 单位 张 量 ,于 是 表面 力 力矩 进一步 可 
写 为 


,se i ( A 了 jdy 几 (suon 下 Ea 5 jdv 


(2-15) 
而 体积 力 力矩 为 ' 


(xxopydv = 省 pesiz fidV (2-16) 
V7) Vt) 


所 以 应 用 置换 张 量 sx* 后 ,动量 第 守恒 方程 式 可 与 为 


dat 
| pen, dz ey 


a 中 pssziPday 十 | (smon 十 Eup COu 二 jdV (2-17) 
Vr) VE) o 
将 动量 方程 式 (2-8) 中 i 换 为 &,j 换 为 !, 方 程式 仍 成 立 , 即 
dux 中 | QO, _ 
中 dt J PfrdV+| Vt) dX, dv C2-18) 
式 (2-18) 中 每 一 项 乘 以 ， 则 


| 国 J tqy -| ,Pest edY 


| 本 E dy (2-19) 
VD) dx 


将 式 (2-17) 减 式 (2-19), 得 


中 CkO ik dV 一 一 0 
Ver 


V(z) 为 任意 一 个 控制 体 体 积 , 所 以 

EO 一 
对 此 式 令 := 上 1, 则 cs 一 cs = 二 0; 同 理 1 二 2. 一 0 十 0 一 0;1 一 
3,.c， 一 6 二 0; 可 见 

06, = 0 (2=20,) 
即 证 明了 6; 为 对 称 张 量 , 同样 可 以 证 明 puiu; 是 对 称 张 量 ,因此 
XA; 二 puiu; 一 0; 也 是 对 称 张 量 。 


2.2.3 偏 应 力 张 量 


对 于 静止 流体 ,一 点 处 的 面积 力 与 作用 面 外 法 线 方向 平行 ,但 
方向 相反 , 且 单 位 面积 上 的 作用 力 的 大 小 与 作用 面 法 线 方 问 无 关 ， 
即 静 止 流体 的 面积 力 是 不 随 方 回 变 化 的 法 问 压 应 力 -一 压强 。 

pi = Ori01 一 一 四 1 (2-21) 
sO 


式 中 : p 为 流体 静 压 强 , 也 是 热力 学 平衡 态 压 力 , 其 大 小 与 作用 面 
法 线 方向 n; 无 关 , 只 是 坐标 x 与 时 间 1 的 标量 也 数 , 即 p = p(x,1)， 
PB 

0 一 一 户 0， (2-22) 
式 中 : 0 为 单位 张 量 (多 附录 ]. 8)。 

在 理想 流体 中 ,不论 流体 是 静止 还 是 流动 , 式 (2-22) 的 关系 
永远 存在 。 也 就 是 说 ,理想 流体 中 面积 力 只 有 压力 且 一 点 的 压强 与 
作用 面 法 线 方 问 无 关 。 但 是 对 于 粘性 流体 流动 时 ,面积 力 不 仅 有 法 
回 压 应 力 , 而 且 还 有 与 作用 面 平 行 的 切 应 力 。 粘 性 流动 中 一 点 处 的 
压强 不 仪 随 空间 坐标 位 置 和 时 间 而 变化 ,而 且 也 随 作 用 面 法 线 方 
各 不同 而 变化 ,对 于 粘性 流动 ,一 总 处 的 应 力 张 量 可 写 为 

0; =— po0; 十 已 (2-23) 
式 中 : zt 表示 由 于 流体 粘性 而 产生 的 应 力 张 量 中 与 理想 流体 不 同 
的 那 一 部 分 , 称 为 偏 应 力 张 量 (deviatoric stress tensor) ,或 粘性 应 
力 张 量 (viscous stress tensor)。 也 就 是 精 性 流动 与 理想 流动 在 面 
积 力 方面 的 偏离 , 式 (2-23) 中 oj ,6; 均 为 对 称 张 量 , 因 此 r 也 是 
对 称 张 量 。 由 式 (2-23) 偏 应 力 张 量 zt 为 
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由 此 ,动量 方程 式 (2-10)p 对 -or 十 yo 中 
VE 一 VCT 一 DO0) 
~ V.T— Vp 
于 是 动量 方程 又 可 写 为 
. DO . 


p= = pf — Vp+Vv*T ks 2 ) 


2.2.4 牛顿 流体 的 本 构 方程 


把 应 力 张 量 c, 与 变形 速率 张 量 e, 联系 起 来 的 方程 式 称 为 本 
构 方 程 Cconstitutive equation) .根据 牛顿 粘性 切 应 力 公 式 (0-2) 得 


Cl 5 (2-26) 
斯 托 元 斯 提出 了 在 牛顿 流体 中 应 力 张 量 与 变形 速率 张 量 之 间 的 一 


般 关 系 的 三 项 假定 : 

(1) 在 静止 流体 中 , 切 应 力 为 零 , 正 应 力 的 数值 为 流体 静 压 强 
, 即 热力 学 平衡 态 压 强 。 

(2) 应 力 张 量 m 与 变形 速率 张 量 ey 之 间 为 线性 关系 。 

(3) 流体 是 各 同 同 性 (isotropic) 的 ,也 就 是 说 流体 的 物理 性 
质 与 方 回 无 关 , 只 是 坐标 位 置 的 晴 数 ,应 力 张 量 与 变形 速率 张 量 的 
关系 也 与 方向 无 关 。 

实验 证 明 : 宇宙 中 大 量 存在 的 .与 人 类 生活 密切 相关 的 水 和 
空气 都 是 牛顿 流体 。 本 市 中 将 只 限于 讨论 牛顿 流体 中 应 力 张 量 与 
变形 速率 张 量 的 关系 。 

在 式 (2-23) 中 ,60; 为 单位 张 量 ,p 为 流体 的 平衡 态 压 强 , 因 此 

应 力 张 量 中 只 有 偏 应 力 张 量 5 为 未 知 量 。m 为 一 对 称 张 量 , 当 流 

体 静 止 时 或 在 均匀 流动 中 ,t; 为 零 。 因 此 粘性 应 力 张 量 5 只 依赖 
于 流体 质点 附近 的 瞬时 流速 分 布 情况 、 即 只 依赖 于 当地 流速 梯度 


流速 梯度 张 量 是 由 变形 速率 张 量 e, 与 转动 张 量 & 所 组 


ey 但 转动 对 粘性 应 力 张 量 并 无 影响 ,因此 把 偏 应 力 张 量 rm 与 
变形 速率 张 量 es 联系 起 来 的 本 构 关 系 应 为 
rt; = 及 ea (2-27) 
式 中 : 与 ew 均 为 对 称 张 量 , 各 有 6 个 独立 的 分 量 。t, 中 每 一 个 分 
a 


量 均 可 表示 为 eu 的 6 个 分 量 的 线性 组 全 ,因而 联系 二 者 的 系数 
Aiu 应 有 36 个 分 量 , 均 为 待定 值 .它们 依赖 于 当地 的 热力 学 状态 ， 
而 与 ew 无 关 。 
由 斯 托 克 斯 的 第 三 项 假定 一 一 流体 为 各 向 同性 ,坐标 系 方向 

的 选择 将 不 影响 处 理 流体 运动 的 结果 。Aw 为 一 各 问 同性 的 四 阶 
张 量 .偶数 阶 的 各 向 同性 张 量 均 可 写 为 单位 张 量 乘积 的 组 合 册 , 即 

人 一 好 04 + LOD 十 NG,G， (2-28) 
式 中 : 和 ,ww 为 标量 。 由 于 Asw 为 对 称 张 量 , 当 i 与; 对 调 ,k 与 ! 对 调 
该 张 量 应 不 变 , 因 此 必然 得 到 jy 一 x 。 于 是 式 (2-28) 又 可 写 为 

Aiswn =A0sOu tT C00 os; ) 

把 上 式 代 入 式 (2-27), 得 

tj; = AGT pCO Od ) jer (2-29) 
利用 除非 :二 ,否则 6% ==0 的 关系 ,把 上 式 等 号 右 侧 第 一 项 的 /1 均 
以 代 之 , 即 


A6, en = 40, 5 一 1 Vu 
同样 如 以 z 代替 到 ，) 代替 1, 则 式 (2-29) 等 号 右 侧 第 一 项 为 pes ;以 


; 代替 27 代替 , 则 式 (2-29) 等 号 右 侧 第 三 项 为 ye; 。ey 为 对 称 
张 量 , 即 Ci 一 6 ,从 而 式 (62-29) 又 可 与 为 


一 40,V Ui oe; (2-30) 
人 
— po., 十 A0;;V 得 8 个 Ce (2-31) 


二 式 表 示 应 放 张 量 训 由 个 二 阶 的 变形 速率 张 量 表示 。 式 中 : 系 
数 为 粘度 ;4 为 第 二 精度 。y 和 4 只 能 由 试验 得 到 。 
当 流 体 静 止 时 zt 二 0,p 为 流体 静 压 强 , 此 时 由 式 (2-23) 可 得 
0 一 一 六 ,0 一 一 户 ,033 一 一 户 , 故 
@ 王 甲 升 . 张 量 分 析 及 其 应 用 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,1987. 90 
。 6G2 。 


或 PT a 
将 此 式 引 申 至 粘性 流动 中 ,如 果 定 义 在 流动 着 的 粘性 流体 中 一 点 
的 压强 为 


= 一 (2=532) 


称 F 为 一 点 处 的 平均 压强 。 于 是 可 得 
—3p=o0;=—3p+3A4V 8 十 HUV 


旋 一 五 一 (4+ $4)v *U—u, Vu (2-33) 


式 中 : j, 称 为 容积 粘度 (bulk viscosity ) 。 扩 一 人 十 三 H 由 式 


(2-33) 可 知 : 除非 多, 或 V，。u 为 零 ,否则 精 性 流动 中 一 点 的 平均 
压强 五 与 静水 压强 或 热力 学 平衡 态 压强 并 不 相同 。 这 里 所 以 用 
0; 来 定义 了 是 因为 o; 在 坐标 变换 中 是 应 力 张 有 量 中 的 不 变量 。 对 


于 单 原子 气体 ,p=0, 因 而 4= 一 二 py, 而 且 万 =p; 对 于 戏 原 于 气 


体 或 多 原子 流体 pj, 不 是 零 , 但 一 般 都 是 很 小 的 数值 ,如 果 采 用 斯 
托 克 斯 假设 则 jp, 寺 0; 对 于 理想 流体 (t= 二 0) 和 不 可 压缩 流体 
(V。u= 二 0) ,同样 都 可 从 式 (2-33) 得 知 二 p。 
对 于 不 可 压缩 的 粘性 流动 VY， wu 二 0, 则 由 式 (2-31) 可 得 
0; = — pe; + 2pe; (2-34) 
从 而 得 到 三 个 坐标 轴 方 向 的 正 应 力 为 


9 
OU 天 一 户 十 He 二 一 右 十 LU 
1 
9 
om 一 一 户 十 2ues 一 一 户 十 27 本 (2-35) 
2 
Ou3 
033 一 一 户 十 UKes 一 一 户 十 20 J 
3 


5 


由 此 可 见 : 不 可 压缩 的 粘性 流动 在 不 同方 向 上 的 正 应 力 具 有 不 同 
的 数值 ,但 式 (2-35) 的 三 个 分 式 相 加 后 仍然 得 到 


B=— 0 (2-32) 


2.2.5 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 


微分 形式 的 动量 方程 为 
p 和 一 po 十 52 (2-9) 


当 容积 粘度 po 二 0 二 一 人 1， 由 牛顿 流体 本 构 方程 式 (2-31) 


可 得 
2 
sy =— (pH3rV: wu)d, 十 2pe (2-36) 
将 式 (2-36) 代 入 式 (2-9) 得 
du; 9 2 d du.; du.; 
Pa of 3 (2 十 SAY “) + +) | 


(2-37) 
此 式 为 牛顿 流体 的 运动 方程 , 称 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (Navier-Stokes 
equation) ,简称 N-S 方 程 。 这 一 方程 于 1821 年 由 法 国力 学 家 纳 维 提 
出 ,1845 年 瑞 国 力学 家 斯 托 克 期 完成 最 终 的 型 式 。 如 果 / 为 常数 , 则 
式 (2-37) 又 可 写 为 


加 _9p O° wu, ] 9 
pf 下 二 天生 十 计生 (Y | 50) 


对 于 不 可 压缩 流动 VY， w= 二 0, 上 式 变 为 
二 C4 全 


dz oO 于; 
Co = 二 4 


上 式 的 向 量 形式 为 


(2-39) 


dX ke 


p YE=pf — Vp 和 i Vu (2-40) 
式 中 "一 (六 7 十 之 5 十 六 5 ) 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


2.2.6 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 初始 条 件 和 边界 条 件 


在 建立 N-S 方程 后 ,为 了 确定 粘性 流动 的 流 场 ,必须 给 定 流 
动 问题 的 初始 条 件 和 边界 条 件 。 

对 于 不 恒定 的 粘性 流动 , 需 给 出 流 场 在 初始 时 刻 ( 人 三思) 的 状 
态 , 即 :二 t。 时 各 种 物理 量 在 空间 的 分 布 ,包括 速度 、 奈 强 等 , 艺 为 
初始 条 件 。 对 于 恒定 流动 . 则 各 种 物理 量 并 不 随时 间 变 化 因此 不 
需要 初始 条 件 。 

流体 运动 的 控制 方程 ,包括 连续 方程 和 N-S 方程 ,对 于 任何 
流动 都 是 一 致 的 。 但 是 自然 界 中 的 流动 却 干 差 万 别 , 其 主要 原因 
在 于 边界 条 件 的 不 同 。 从 物理 方面 讲 , 在 连续 介质 假定 下 ,由 试验 
所 确定 的 粘性 流动 的 边界 条 件 是 在 流体 与 固体 的 交界 面 处 ,流体 
与 固 边 边界 无 相对 滑 黎 。 当 然 从 分 子 的 尺度 来 看 , 滑 移 是 可 能 的 ， 
但 这 种 滑 移 只 限于 其 厚度 仅 有 一 个 分 子平 均 目 由 程 量 级 的 薄 
层 内 。 

在 固体 边界 处 ,如 果 固 体 边界 的 速度 为 口 , 则 粘性 流动 的 边界 
条 件 即 粘性 流体 边界 的 速度 为 

一 已 (2-41) 
如 将 流速 分 解 为 沿 固 体 壁 面 法 线 与 切线 方 品 的 两 个 分 速 , 则 切线 
方向 的 分 速 为 
J (2-42) 
式 (2-42) 称 为 无 滑 移 条 件 (no slip condition)。 这 一 条 件 是 粘性 
ae DD 。 


流动 与 无 粘性 流动 的 重要 区 别 。 对 于 无 粘性 流动 不 存 任 无 滑 移 条 
件 ,边界 上 流体 质点 允许 与 固体 边界 有 相对 滑动 。 流速 在 法 线 方 


问 的 分 速 为 
uw, =U, 


(2-43) 


式 (2-43) 称 为 无 穿 透 条 件 (imnpermeable condition)。 这 一 条 件 对 于 
粘性 或 无 粘性 流体 并 无 区 别 ,但 如 固体 边界 为 透水 边界 则 应 另行 处 
理 。 最 简单 的 情况 是 当 流 动 的 固体 边界 为 静止 不 动 ,这 时 uw, 二 U, 二 0， 


如 果 边 界 在 运动 , 则 式 (2-43) 成 立 。 设 边界 面 的 方程 式 为 


Fx 9 ;1t)=—0 
边界 面 上 任意 一 点 (zyzs ,;X3 ) 其 单位 法 线 问 景 为 
9aF oF 
太一- “ia xe! a 
VF | (2) (天 ) (2) 


Ox Ox2 dzs 


oF 
2 | 了 ok 
3 


必 


2 2 2 
EE 
则 单位 法 线 向 量 n 沿 三 个 坐标 轴 的 分 量 为 
19F ,_19F ,_19F 
R 9， Razr, 
(Xi,XTz syT3) 太 处 固体 边界 运动 的 速度 为 
U= Se, + te, 十 ds 


(ZX1 ,XT ;Ts ) 点 处 流体 质点 的 速度 为 


UO— ie 二 we 十 wse@3 


(2-44) 


(2-45) 


(2-46) 


(2-47) 


(2-48) 


(2-49) 


这 两 个 速度 在 (Xxi ,Zi ,zs) 点 处 法 线 方向 的 分 量 分 别 为 U, 和 wu,。 
固体 边界 运动 的 速度 在 《zi ,zz ,zs) 点 处 法 线 方向 的 分 速 为 


U,=U.: 7 一 页 


» DO 。 


雯 (天 守 9F dr | 9F dz 
oar: dt gr dt gz dt 


(2-50) 


式 (2-44) 对 任何 时 间 都 是 成 立 的 ,因此 对 该 式 在 (1 十 A 时 间 展 


开 有 

dF 

df 

由 于 下 (x,) 二 0 和 忽略 二 阶 小 量 OC(A2) , 则 
dF DE OF dy . 


0 一 FGCx,t 十 Ai) 王 FOX 十 -Al 十 OGA 


dt of ordr 0 
IF dx; oF 
Dr di ot 
把 上 上 式 代入 式 (2-50) 可 得 
_1/_9oF 
Ue 2 (2-52) 
流体 质点 的 速度 在 (x1, ,3 ) 点 处 法 线 方 问 的 分 速 为 
1 oF aF gF 
Mn i nm 一 页 {v 0 i -a (2-53) 
从 而 得 到 无 穿 透 的 边界 条 件 的 普 志 形式 为 
OF a9F dF 可 
Ir J (2-54) 
对 于 理想 流体 ,这 一 边界 条 件 已 经 足够 ,但 是 对 于 粘性 流体 ,还 必 


须 考 虑 无 滑 移 条 件 。 
如 果 考 虑 流 场 中 的 热效应 , 则 壁面 处 流体 的 温度 工 应 与 壁面 
本 身 的 温度 工 . 相同 。 印 
一 了 。 (2=55) 
如 果 边 界 壁面 温度 未 知 , 则 应 用 富里 不 热传导 定律 , 即 边 异 的 瞬时 
热 通 量 (heat flax)g。 为 


.一 一 (天 天) (2-56) 


An 
式 中 ; KK 为 导热 系数 (thermal conductivity) ;nn 为 壁面 法 线 方 回 。 
在 无 穷 远 处 ,流动 应 与 未 扰动 流体 的 状态 相 衡 接 , 如 未 扰动 流 
体 为 静止 状态 , 则 
人 


X00, WU>0 (2-57) 

除 上 述 流体 与 固体 分 界面 上 的 条 件 以 外 还 会 遇 到 两 种 不 同 流 

体 的 分 界面 。 如 两 种 流体 均 为 液体 , 则 在 分 弄 面 两 侧 其 速度 .压强 
与 温度 均 相 等 , 即 

Ul—u, p=ps, T= 1, (2-58) 

式 中 : 下 标 1 ,2 分 别 指 两 种 液体 。 切 应 力 t+ 和 通过 分 界面 的 热 传 
导 量 g 也 相等 , 即 


q=—K, (区) =-K:( 守 ) (2-60) 


式 中 : Ki,K;i 分 别 为 两 种 液体 的 导热 系数 。 

如 来 两 种 流体 分 别 是 液体 和 气体 ,一 般 情况 下 最 常见 的 液体 
和 气体 的 分 界面 为 液体 与 大 气 的 分 界面 , 称 为 自由 表面 (free 
surface) ,其 边界 条 件 将 在 第 10 章 波浪 运动 中 详 述 。 

例 ” 设 一 半 和 为 r 的 圆 球 , 球 心 沿 zx; 轴 方 向 运动 速度 为 U， 
则 球面 作为 运动 中 的 固体 边界 ,其 边界 面 的 方程 式 为 

F=(zxi—Ut)’ Tx; 二 Xi 一 r= 二 0 

则 固体 边界 的 无 穿 透 条 件 为 


dF aF 9F 9F 9gF 
gr? 或 3 十 ui gr 1 2 gr 


9 Ta 


一 0 


由 于 


oF _ 


ee DS »。 


所 以 
—2U(C7r — UD)+2ua Cx — UT2u Tsu T= 0 
得 
(2 —U)D Cr Ut) wx urs—0 
球面 上 任何 点 处 均 须 满足 上 式 所 示 的 边界 条 件 。 对 于 考 不 粘性 的 


实际 流体 则 尚 需 增加 固体 边界 处 的 无 滑 移 条 件 。 
2.3 欧 拉 方程 


对 于 不 考虑 其 粘性 的 理想 流体 ,x 二 0, 因 此 纳 维 -斯 托 克 斯 方 

程 (2-37) 可 写 为 

p =pf —Vp (2-61) 
上 式 为 欧 拉 方程 (Euler equation ), 是 欧 拉 (Leonhard Euler， 
1707 一 1783) 于 1755 年 提出 的 。 对 于 理想 流体 , 欧 拉 直 接应 用 流 
体 运 动 的 动量 方程 ,但 面积 力 中 只 考虑 压力 而 不 考虑 粘性 切 应 力 。 
欧 拉 方 程 的 推导 中 并 未 对 流体 的 压缩 性 做 任何 限制 ,因此 它 对 于 
不 可 压 缩 流体 及 可 压缩 流体 都 是 适用 的 。 本 书 主要 研究 不 可 压缩 
流体 运动 ,因而 流体 密度 o 为 常数 ,其 数值 由 流体 的 种 类 而 定 , 且 
热力 学 方程 并 不 出 现 。 

欧 拉 方程 中 有 4 个 未 知 量 , 即 流速 ,zx ,us 和 压强 pp, 但 方程 
式 只 有 3 个 ,只 有 与 连续 方程 联 立 才能 使 方程 式 封 用 。 欧 拉 方 程 
(2-61) 与 连续 方程 (1-17) 构 成 了 理想 流体 运动 的 基本 方程 组 。 
方程 组 中 的 未 知 量 包括 流速 u(w yz ,zx ) 和 压强 p 都 是 坐标 x 和 
时 间 +t 的 连续 滑 数 。 

对 理想 流体 运动 的 基本 方程 一 一 欧 拉 方 程 (2-61) 与 实际 流 
体 的 基本 方程 一 一 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (2-407 相 比较 ,其 微分 方 
程 由 二 阶 降 为 一 阶 ,因此 边界 条 件 也 要 相应 减少 一 个 。 减少 的 是 

。 DO » 


无 滑 移 条 件 。 因 为 理想 流体 忽略 了 粘性 的 作用 ,无 滑 移 条 件 不 再 
存在 ,只 保留 式 (2-43) 的 无 穿 透 条 件 。 从 物理 方面 考虑 这 就 意味 
着 在 理想 流体 运动 中 国体 边界 演变 为 一 条 流 线 。 


2.4 欧 拉 方程 的 积分 一 一 伯 努 利 方程 


作为 运动 方程 的 欧 拉 方程 , 式 中 每 一 项 代表 一 种 作用 力 ,把 这 
个 万 程式 祝 分 则 可 以 得 到 有 茶 种 形式 的 能 量 关 系 , 这 就 是 但 努 利 方 
程 的 意义 。 为 了 运算 的 方便 ,首先 导出 欧 拉 方程 的 另外 一 种 表示 
形式 , 即 兰 姆 -区 罗 米 柯 方程 式 。 


2.4.1 兰 姆 -万 罗 米 柯 方 程 


在 理想 流体 中 ,如 质量 力 为 保守 力 (conservative force) , 即 质 
量力 为 有 劳力 ,从 而 存在 力 势 冰 数 , 则 当 流 动 为 恒定 流动 (steady 
flow) 或 者 是 无 涡流 动 时 , 欧 拉 方程 可 以 积分 ,并 得 到 一 个 标量 方 
程式 , 称 为 们 努 利 方程 。 们 努 利 方程 在 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

欧 拉 方 程 为 

p 3 ~ of — Vp (2-61) 
上 上 式 可 改写 为 
du 1 
由 癌 量 的 基本 运算 中 的 问 量 但 等 式 可 知 , 上 式 等 号 左 侧 第 二 
项 一 一 流速 的 迁移 变化 项 (convective term) 可 以 写 为 


(uu* V)u 一 v (Fu * wj 一 wx (VX u) 


一 Vv (Fu) ux 


2 
于 是 , 欧 拉 方程 可 写 为 
。60 。 


ou l 加 

T+v(zn a uxXQ=/-T VP (2-63) 
设 质 量力 的 力 势 限 数 (force potential function) 为 G, 旭 f= YG。 
式 (2-63) 改写 为 

A “)—-ux@= VG (2-64) 


式 (2-63) 和 式 (2-64) 均 称 为 兰 姆 - 锡 罗 米 柯 方程 (Lamb-Tpoweko 
equation) .下面 对 上 两 方程 式 等 号 右 侧 的 第 二 项 一 一 压力 梯度 项 


进行 处 理 . 若 空间 一 点 处 微 元 弧 向 量 为 dr, 做 dr 与 向 量 性 Vp 的 点 
积 , 即 


dr 。 | Vp )= 地 Cdr， Vp) 


|] 
po 
由 于 dr。V 一 dr (3 )+ dz (5 -]+ dr (元 I, )= d, 表 示 久 空间 
一 和 做 元 弧 dr 的 全 微分 , 它 是 一 个 标量 算 符 , 则 上 式 可 改写 为 
全 vp)j= 3 a 

如 来 运用 “d” 及 相应 的 积分 符 写 “|”, 则 有 

dr 。 (Fw)= dj 呈 = dr. v (| 2) 
由 上 式 可 得 

2 Vp 一 v(| sp) (2-65) 

代入 方程 式 (2-64) 得 

tv (| + 一 中。 u—G)=uxQ (2-66) 


对 于 恒定 流动 (不 论 是 有 涡流 动 或 无 涡流 动 ) 或 者 无 涡流 动 ( 不 论 
是 恒定 或 非 恒定 流动 ) , 式 (2-66) 形式 的 欧 拉 方程 均 可 积分 。 
。 6] 。 


2. 4.2 伯 努 利 方程 
首先 考虑 恒定 流动 的 情况 ,恒定 流动 时 ,了 项 为 零 , 式 (2-66) 
变 为 
v (| +iuu0)=ux0 (2-67) 
以 流速 问 量 ww 点 积 式 (2-67), 则 有 
7 。 v(| 之 + 训 ， “一 G)= uu (ux 2) 
上 式 中 ,等 号 右 侧 wu。 (wx 旭 ) 应 为 零 , 因 为 wx 所 得 的 向 量 应 与 
u 问 量 焉 直 , 丐 直 于 下 的 向 量 与 站 点 积 必 为 零 , 即 
uv (| + ou 0)=0 (2-68) 
而 (uw，Y) 表示 物质 导数 中 迁移 变化 的 部 分 ,在 恒定 流动 中 它 也 就 
是 物质 导数 ,因此 式 (2-68) 表示 : 在 恒定 流动 中 当 流 体质 点 沿 其 


木 身 流 线 运动 时 , (| 只 十 却 & wu 一 G) 的 物质 导数 为 零 .将 此 式 
沿 流 线 积分 可 知 (| 四 十 去 u ua 一 G) 应 为 常数 , 即 
| +3uu-G=C : (2-69) 
0 2 


此 式 称 为 欧 拉 方程 的 伯 努 利 积分 (Bernoulli integral) ,或 称 为 伯 努 
利 方程 (Bernoulli equation) , 它 的 最 初 形式 出 现 于 丹尼尔 ， 伯 努 
利 (Daniel Bernoulli,1700 一 1782) 在 1938 年 出 版 的 《水 动力 学 , 关 
于 流体 中 力 和 运动 的 说 明 》 一 书 中 。 式 (2-69) 中 常数 C 称 为 伯 努 利 
种 数 (Bernoulli constant) .对 于 每 一 条 流 线 而 言 C 有 相应 的 数值 ， 


不 同 的 流 线 常数 C 并 不 相同 , 式 中 的 | 只 项 只 有 在 p -- o(2) 即 密 


度 o 仅仅 是 压强 户 的 晒 数 时 才 可 以 积分 ,这 种 流体 称 为 正 压 流体 
。62 。 


(barotropic {luid), 对 于 不 可 压缩 流体 ,5 < 一 0, 如果 又 是 恒定 流 
动 , 则 wu， Vp = 二 0, 即 党 流 线 机 可 写 为 
A CE 

如 果 整 个 流 场 中 。 均 为 常数 ,对 于 这 种 流动 式 (2-70) 当然 也 成 立 。 

如 果 用 涡 量 QQ 点 积 式 (2-66) 可 得 到 与 上 述 相 同 的 伯 努 利 积 
分 ,这 是 因为 Q .CexgD) 同样 为 零 . 可 见 沿 一 条 涡 线 同样 可 得 到 
伯 努 利 方程 。 

当 体积 力 只 有 重力 时 ,重力 为 有 势力 , 设 x 为 铅 垂 向 上 方向 的 
坐标 , 则 G = 一 gz, 式 (2-70) 可 写 为 


++ St (2-71) 
人 .7 唐人 能 人 关系 有 种 表达 形式 ， 
式 中 : y = pg 为 流体 的 重度 (specific weighb ;之 称 为 压强 水 头 
(pressure head) ,表示 单位 重量 流体 的 压 能 ， RR 
(dimension) 而 称 为 压强 水 头 ; 纪 表示 单位 重量 流体 所 具有 的 动 
能 , 称 为 流速 水 头 (velocity head) ;< 表示 单位 重量 流体 所 具有 的 位 
能 ,而 称 为 位 置 水 头 (elevation head)。 三 者 之 和 (全 十 拓 十 zj] 称 为 


总 水 头 (total head) .事实 上 单位 重量 流体 所 具有 的 总 能 量 中 还 应 
包含 内 能 (internal energy) 的 部 分 ,但 在 研究 以 水 为 代表 的 液体 
流动 时 ,一般 并 不 考虑 热 的 作用 而 只 考虑 其 机 械 能 的 部 分 ,因此 这 
里 的 总 水 头 就 代表 单位 重量 流体 所 具有 的 总 的 机 械 能 量 . 对 于 一 
条 流 线 上 的 两 个 地 点 ,其 流动 应 符合 


名 十 组 十 加 一 名 十 关 Sa (2-72) 


上 式 也 称 为 但 努 利 方程 ， i a 此 式 说 明 由 压 能 、 
sD 


动能 和 位 能 所 表示 的 流体 质点 的 总 机 械 能 量 祝 流 线 保持 不 实 。 
对 于 非 恒 定 流 动 ， 则 以 流 线 上 的 微 元 弧 向 量 dr 点 积 
式 (2-66) 。 


2 。 dr 十 dr。 y(| SR +iu 0)= dr. (ux QO) 


二 dr，(u X 旭 ) 为 零 , 这 是 因为 dr 与 下 方向 相同 ,而 dr 与 
(wu X 0) 互相 垂 卫 故 其 点 积 为 等 ,前 已 述 及 ,对 流 场 中 任意 微 元 弧 
问 量 dr 有 dr， VY 二 d, 当然 应 该 包括 沿 流 线 的 微 元 弧 向 量 , 所 以 这 
里 dr。V 二 d 表 示 沿 流 线 微 元 弧 dr 的 全 微分 。 当 p 为 常数 对 上 式 沿 
流 线 进行 积分 ,得 
uP _ 
| 时 4r+ 台 + 车 + 一 C (2-73) 
对 同一 流 线 上 的 两 点 写 出 以 下 的 伯 努 利 方程 : 
如约 二 ge 一 全 二 全 十 gz: 十 | dr (2-74) 


这 就 是 非 恒定 流 情况 下 的 伯 努 利 方程 ,但 | 2&dx 项 很 难 计算 ,只 是 


在 某 些 特定 的 情况 下 才 可 以 求 得 。 

从 式 (2-71) 和 式 (2-73) 可 知 : 对 于 有 涡流 动 , 只 有 用 流速 向 
量 w 或 兴 流 线 的 微 元 弧 向 量 dr 点 积 兰 姆 -万 罗 米 柯 方 程式 (2-66)， 
从 而 消去 涡 量 项 u x 2, 才能 得 到 欧 拉 方程 的 积分 形式 一 一 伯 努 
利 方程 .这 样 得 到 的 伯 努 利 方程 只 是 沿 一 条 流 线 有 效 ,不同 流 线 则 
具有 不 同 的 积分 常数 C。 

如 及 体积 力 为 重力 与 离心 力 共 同 作 用 的 力 , 例 如 图 2-2 所 示 
的 水 泉 技 轮 ,选择 的 坐标 系 如 图 所 示 。 转 轮 绕 通过 O 〇 点 垂直 于 纸 面 
的 轴 转 动 ,转速 为 四 。 液 体 自 半径 为 六 的 圆周 进入 转 轮 , 流 经 被 转 
轮 叶 片 所 隔 成 的 流 道 , 从 半径 为 r; 的 圆 馈 离开 转 轮 ,流动 相对 于 
转 轮 是 恒定 的 ,现在 研究 相对 于 转 轮 的 流动 ,图 2-2 中 1-2 为 一 流 
线 , 设 流 线 上 半径 等 于 rv 处 的 一 流体 质点 A, 它 相对 于 转 轮 的 流速 
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图 2-2 水 系 转 轮 内 流动 


为 &. 将 欧 拉 方程 党 相对 流 线 积分 ,此 时 体积 力 除 重力 外 还 有 离心 
力 ,单位 质量 流体 的 科 氏 力 (Coriolis force) 为 24 XxX@, 它 与 相对 流 
速 u 生生 ,因此 沿 流 线 不 会 作 功 ,可 不 予 考虑 ,单位 质量 流体 的 离 
心力 为 一 @X (WXr) = 二 wxi 十 w yj ,单位 质量 流体 的 重力 则 为 > 
方 同 的 一 gk ,这 里 记 j ,kk 分 别 为 坐标 贺 Xx,y,z 方 向 的 单位 疝 量 。 于 
是 单位 质量 的 质量 力 f 为 
f=writwy— ek 
由 了 =VC 可 以 推 求 力 势 图 数 C 应 为 


2 
CU 
G= 一 -十 人 一 了 = 一 一 &z 


把 上 式 代入 式 (2-70), 则 得 不 可 压缩 流体 恒定 流动 中 重力 与 离心 
力 同 时 作用 的 伯 努 利 方程 为 


+ 和 + (ge)=C 


也 可 与 为 
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2 2 
Pj Vr (2-75) 


式 中 : 常数 C 在 每 一 条 相对 流 线 上 为 常数 ,将 此 式 应 用 于 同一 条 
流 线 上 1,2 两 点 则 有 


2 2 
CO2 六 ?7 


(2-76) 


万 1 ul wn pz U2 2 
yog 2p 7 3 2 2p 
上 式 就 是 在 重力 和 离心 力 共 同 作 用 下 流体 的 能 量 方 程式 ,其 中 每 
一 项 代表 一 种 水 涉 。 这 个 方程 式 常 用 来 分 析 研 究 水 力 机 械 中 的 液 
体 流 动 。 

2.4.3 无 凋 流动 的 位 努 利 方 程 


当 流 动 无 涡 人 二 0 时 , 欧 拉 方 程 (2-66) 也 可 积分 .此 时 欧 拉 方 
程式 为 


ou dp 1 rr _ 
十 了 (| + ” G)=0 (2-77) 


无 涡流 动 中 流速 向 量 为 标量 哨 数 流速 势 了 的 梯度 , 即 式 (1-56) 所 
示 w 二 V$, 对 于 任意 函数 ,VX VY$ = 二 0, 以 V$ 人 代替 式 (2-67) 中 的 
& ,得 


op [dp 1 vs, ug A _ 
v (+| 2 十 7 VD 。VD8 Cj= (2-78) 


冉 一 次 使 用 dr.V= d 的 关系 ,这 里 dr 为 流 场 中 一 点 处 任意 微 元 
弧 疝 量 , 注 意 ; 这 里 并 没有 要 求 dr 为 沿 流 线 方向 ,而 是 任意 方向 。 
将 式 (2-78) 与 dr 点 积 , 得 到 一 个 标量 方程 式 , 即 
ay dp 1 、 
把 上 式 积 分 可 得 
og dp 1 、 、 
入 十] 加 二 计 Vh* Vv$ 一 GF(D (2-79) 


F(1) 为 不 恒定 介 努 利 常 数 Cunsteady Bernoulli constant) ,严格 来 
。66 。 


说 它 并 不 是 常数 而 是 随时 间 变 化 的 .不 过 对 于 不 同 的 流 线 , 下 (DO) 
却 是 一 致 的 . 即 KE(C) 在 流 场 内 各 处 一 致 ,只 是 由 于 整个 流动 的 不 
恒定 而 随时 间 变 化 ,可 见 式 (2-79) 对 于 整个 流 场 都 是 适用 的 ,并 
不 只 限于 一 条 流 线 。 因 为 在 速度 势 了 中 加 入 一 个 常数 并 不 影响 结 
果 的 普遍 性 ,F(z) 可 以 吸收 到 981) 中 去 而 使 方程 式 更 为 简化 , 令 


$= 4 一 | FGDd 


则 
906 98 
VO= vy 
于 是 式 (2-79) 可 改写 为 
VD) +| 之 - 7 0) (2-80) 
如 采 无 涡流 动 为 恒定 流动 , 则 流速 势 不 随 时 间 变 化 ,由 式 (2-79) 得 
| 名 + 和 苇 ~G= 丰 (2-81) 
0 2 


下 在 流 场 中 处 处 为 同一 常数 ,对 于 不 可 压缩 流体 , 当 密 度 o 为 常数 
时 , 式 (2-81) 可 写 为 


A (2-82) 
O 2 

当 只 有 重力 作用 时 ,G = 一 gz , 伯 努 利 方程 可 写 为 
Pj 
和 Dy 


式 (2-83) 为 水 力学 中 常见 的 伯 努 利 方程 形式 ,常数 日 即 为 总 水 
头 , 对 于 无 涡流 动 , 在 整个 流 场 中 日 为 常数 。 


2.4.4 恒定 总 流 的 伯 努 利 方程 


流体 的 运动 部 是 在 三 维 空间 内 发 生 和 发 展 的 ,但 像 管道 或 明 
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槽 水 流 则 流动 均 有 一 个 主要 方 网 ,需要 了 研究 的 是 沿 这 个 方向 流动 
的 状况 与 变化 。 管 道 或 明 醒 水 流 可 以 看 成 是 由 很 多 元 流 组 成 的 总 
流 。 对 于 元 流 而 言 , 由 于 其 过 流 有 断面 无 限 小 ,因而 流动 物理 量 , 如 流 
速 . 压 强 等 在 其 过 流 断 面 上 可 认为 是 均匀 分 布 的 ,对 于 总 流 而 言 ， 
其 过 流 期 面 上 的 流速 .压强 等 一 般 都 不 是 均匀 分 布 的 ,这 时 只 能 寻 
求 一 个 过 流 断 面 上 的 平均 值 来 代替 。 适 用 于 每 条 流 线 的 伯 努 利 方 
程 也 需要 寻求 另外 的 形式 以 应 用 于 总 流 。 

1. 动能 

基 一 流动 ,其 过 流 断 面 1-1 上 的 流速 分 布 如 图 2-3 所 示 。 在 断 
面 1-1 上 取 一 向 分 面积 A4 ,单位 时 间 | 
里 通过 AA 的 流体 质量 为 puAA .对 以 “* 
AA 为 过 流 断 面 的 流 管 而 言 , 伯 努 利 方 y 
程 可 与 为 一 一 - - 一 一 

尹 十 拓 十 x ~H (2-83) 


设 流动 无 涡 , 则 积分 常数 旷 值 在 整个 流 I 

动 中 为 相同 数值 。 要 把 一 个 流 管 扩 大 到 0, ， 过 流 斯 面 1.1 
整个 流 股 , 即 总 流 的 情况 , 需 把 式 (2-83) 上 的 流速 分 市 
各 项 按 流 管 的 流量 在 总 流 过 流 断 面 上 进 


行 加 权 平均 。 首 先 考 虑 动能 项 从 


2 2 
| ydQ = | uu ydA 一 之 | udA 
A 2g ZgJA 


A CBE 
设 过 流 渐 面 的 平均 流速 为 v, 可 定义 为 
udA 
QQ | - 


由 于 断面 平均 流速 bv 与 断面 上 各 点 流速 并 不 相等 , 因此 
| wdA 关 | widA. 动 能 项 在 总 流 过 流 断 面 上 的 加 权 平均 值 为 
。 O08 。 


nu 
下 SydA 
| YudA 
这 里 引入 一 个 动能 修正 系数 a, 使 


2 
ut 
| Ds av 


7YQ Zp 


所 以 


aa 一 > (2-85) 


由 式 (2-85) 可 知 , 动 能 修正 系数 a 是 过 流 断 面 上 实 有 的 单位 重量 
流体 所 具有 的 动能 的 断面 平均 值 与 以 断面 平均 流速 所 表示 的 单位 
重量 流体 具有 动能 的 比值 .断面 上 流速 分 布 越 均 飞 , 则 c 趋 于 1.0; 
而 流速 分 布 不 均匀 , 则 w > 1.0。 对 总 流 进行 流动 分 析 时 ,一 般 并 不 
知道 断面 上 的 流速 分 布 ,因此 也 不 能 精确 确定 a 值 ,只 能 根据 经 验 
选 定 a 值 。 

2. 压强 

为 了 人 研究 过 流 断 面 上 压强 的 分 布 ,首先 要 判别 流动 是 渐变 流 
动 (gradually varied flow) , 还 是 忽 变 流动 (raplidly varied flow)。 
流动 中 如 果 各 流 线 之 间 夹 角 很 小 , 流 线 接近 于 平行 或 流 线 昌 略 有 
弯曲 但 曲率 很 小 ,这 样 沿 流动 方 回 的 流速 的 大 小 与 方向 均 变 化 极 
为 缓慢 ,这 种 流动 称 为 渐变 流动 。 反 之 ,如 果 流 线 相 互 之 间 有 较 大 
夹 角 ,或 流 线 弯 曲 的 曲率 较 大 , 则 泊 流 程 的 流速 的 大 小 或 方 回 变化 
急剧 ,这 种 流动 称 为 急 变 流动 。 由 于 急 变 流动 中 惯性 力 不 能 忽略 ， 
因此 其 过 流 断 面 上 的 压强 分 布 与 渐变 流动 下 有 很 大 的 不 同 。 

为 了 分 析 闭 变 流 动 的 压强 分 布 规律 , 现 对 图 2-4 所 示 的 流动 
进行 讨论 .图 2-4 所 示 的 流动 为 一 顺 直 的 明 槽 流动 ,其 流 线 均 为 平 
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_ dui 
行 直线 。 设 流动 为 恒定 , 且 wu = 0, 0, 了 二 0, 根 据 式 (2-39) 


写 出 纳 维 - 斯 托 殉 斯 方程 为 


| i gp (下 | 
0 = ef OX TK DZz3 和 OX Ca) 
d 
| 
一 X3 x 
; 4 
U 1 日 全 
x O X2 
图 2-4 渐变 流动 


各 体 积 力 只 有 重力 , 即 六 = gsin0, fi 二 0,fs 一 一 gcos0。 式 (a) 表 
示 油 流动 方向 不 同 断 面 处 压强 的 变化 , 暂 不 予 讨 论 。 由 式 (b) 


2 -- 0, 说明 在 zx 方向 压强 并 不 变化 .由 式 (o0 一 pgcos0 一 


op 7, 方向 积分 可 得 六 十 z cos0 二 C, 取 铅 垂 向 上 的 坐标 为 z， 


机 


dx 
风 | 之 一 acos ,了 陡 以 


了 十 之 二 const (42-680) 
渐变 流动 与 这 里 讨论 的 流 线 为 平行 直线 的 均匀 流动 (uniform 
flow) 近似 ， 因此 六 十 z 二 const 的 结论 对 渐变 流动 也 可 近似 应 用 ， 
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说 明 在 产 变 流动 中 ,如 果 流 动 恒定 则 过 流 断 面 上 的 压强 分 布 规律 
避 苦 水 压强 的 分 布 规律 是 相同 的 ,同一 过 流 断 面 上 各 点 处 的 测 管 
水 头 (Cpiezometric head) 十 之 均 相 等 , 因此 对 伯 努 利 方程 中 


(好 十 z) 项 按 流 管 流 量 在 总 流 的 过 流 断 面 上 取 加 权 平 均值 仍 是 


6 S| ;为 第 数 。 于 是 由 式 (2-83) 可 得 出 恒定 渐变 流动 的 总 流 


伯 努 利 方程 为 


pi | a _pP: ,ev 
y 全 2p 二 之 i 7 六 2 pg | i (2 87 ) 


式 中 : A。, 表示 由 于 实际 流体 的 粘性 ,使 流动 过 程 中 由 断面 1 至 
靳 面 2 之 间 损 耗 的 机 械 能 , 称 为 水 头 损 失 (head loss) .对 于 理想 流 
体 ,h。, 为 零 .如 流动 为 非 恒 定 , 则 和 需 在 式 (2-87) 中 加 入 惯性 项 。 


由 式 (2-74) 知 ,对 于 一 条 流 线 而 言 惯性 项 为 二 | 32dz, 这 里 dz 为 


入 流 线 的 微 元 线段 ,这 一 项 在 过 流 断 面 上 按 流 管 流 量 的 加 权 平 均 
值 为 


-| gu 
2 dd7 8 
Cr ej opv 1 ， 


vA gjJ! ot 


u dA 
PO 
定 潭 变 流 动 的 总 流 但 努 利 方程 为 
p: ,Qavi paw 
i Do 7 | Dg 人 
ee + dx (2 88) 


对 于 急 变 流动 ,由 于 在 过 流 断 面 上 | 疙 十 =} 并 非 均匀 分 布 , 因 


。 7] ， 


图 2-5 和 急 变 流动 中 的 压强 分 布 


而 在 运算 上 带 来 了 困难 .图 2-5 所 示 为 一 弯曲 段 流 动 ,4D ,BC 为 
两 条 弯曲 流 线 。 两 条 流 线 间 取 控 制 体 ABCD ,长 度 为 As, 垂 直 纸 面 
为 单位 厚度 , 流 线 4D 的 半径 为 7 ,压强 为 p,AB 断面 上 和 DC 断面 
上 速度 大 小 均 为 v, 但 方向 有 改变 ,由 图 2-5(a) 看 出 ,由 于 方向 的 
变化 ,产生 了 一 个 与 流 线 方向 垂直 的 径 向 流速 Av。 流 线 BC 的 半径 
为 r 十 Ar, 压 强 为 p 十 Ap。AB 与 DC 之 间 夹 角 为 Ab, 通 过 动量 定理 
可 以 看 出 : 正 是 由 于 径 问 的 压力 差 而 导致 了 径 癌 动量 发 生变 化 。 
进入 和 流出 控制 体 的 流体 质量 为 pvAr, 与 进口 断面 AB 相 比 ,单位 
时 间 内 出 口 产 面 DC 处 径 回 动量 增加 了 povArAv。 而 Av = 二 vA0， 


Ag = 空 , 因 此 Av = ves , 径 向 作用 力 为 BC 与 AD 之 间 的 压力 差 


r 


[(p 十 Ap) 一 pAs, 所 以 
从 5 


2 = 二 (2-89) 
上 式 为 流 线 曲 率 所 产生 的 径 向 压强 梯度 ,这 是 重力 以 外 由 离心 力 
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所 产生 的 压强 梯度 ,可见 这 和 曲 流 线 处 的 压强 分 布 导 静水 压强 分 布 规律 


并 不 相同 .只 有 当 一 ce 时 , 流 线 趋 于 
直线 ,压强 才能 按 静 水 压强 分 布 。 

明 权 水 流 中 断面 的 压强 分 布 为 
图 2-6 所 示 。 图 2-6(a) 表示 明 模 水流 
为 渐变 流 情 况 , 压强 为 静水 压强 分 
布 .图 2-6(b) 胡 示 明 权 弃 为 凹 曲面 ， 
沿 过 水 斯 面 除 静 水 压强 分 布 外 ,离心 
力 使 压强 增加 值 为 


Ap = piAR (2~90) 


式 中 ; R 为 水 面 曲 率 半 径 ;v 为 断面 
平均 流速 .这 里 采用 的 断面 平均 流速 
是 一 种 近似 的 算法 ,这 时 对 于 一 个 断 
面 5 区 为 常数 ,压强 为 线性 变化 事 
实 上 流速 并 非 均匀 分 布 ,如 果 曲 率 半 
径 民 与 水 深 相 比 不 是 大 数 , 则 
为 变数 ,压强 增 量 也 不 是 线性 分 布 。 
图 中 ABC 为 静水 压强 分 布 图 ,ACD 
为 由 离心 力 引起 的 压强 增 量 。 图 
2-6(c) 中 的 明 构 底 为 凸 曲面 状 ,离心 


力 使 压强 减 小 ,自由 水 面 仍 保持 为 大 
气压 强 , 疝 水 深 离心 力 的 压强 增 量 为 


图 2-6 明 模 水 流 压 强 分 布 


之 
Ap PC AR) CF 


2.4.5 当 考 虑 动 水 压强 时 的 伯 努 利 方程 
欧 拉 方 程式 (2-61) 中 如 果 一 0, 则 表示 流体 静止 不 动 的 情 
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况 ,这 时 
/ -Fv -0 (2-92) 


如 果 只 考虑 重力 作用 ,f 一 VG 二 VY( 一 gx), 于 是 有 
OV(— gz)— Vp 二 0 
外 
一 VD 十 pgz) 一 
由 上 式 可 得 
pi+poez = pi = const (2-93) 
如 图 2-7 所 示 ,将 坐标 轴 设 置 于 上 且 由 水 面 上 ,= 轴 加 上 。 目 由 水 面 处 
z 二 0, 相 对 压强 p = 0, 则 式 (2-93) 中 的 常数 即 为 零 . 于 是 , 式 
(2-93) 可 改写 为 
户 一 一 gz 一 一 次 (2-94) 
这 时 的 压强 p 称 为 流体 静 压 强 或 静水 压强 (hydrostatic pressure) 
以 p; 表示 ,水 下 一 点 A 处 ,其 水 下 深度 有 == 一 z, 所 以 
p: = Yh (2-95) 
对 于 流动 着 的 流体 常 使 用 不 包含 静水 压强 的 动 水 压强 (hydrodynamic 
pressure) 则 更 为 方便 。 令 代表 全 压强 » Pd 代表 动 水 压强 ,了 p、 代表 静水 
压强 ,全 压强 为 动 水 压强 与 禄 水 压 织 之 和 ,有 即 
p= pitp,= pa Pe (47-90) 
所 以 动 水 压强 是 流体 运动 时 ,由 于 流体 运动 而 使 压强 与 静水 压强 
偏离 的 那 部 分 压强 。 
欧 拉 方程 (2-61) 中 的 压强 项 应 为 全 压强 ,将 式 (2-96) 代入 式 
(2-61) ,得 到 只 考虑 重力 作用 下 的 欧 拉 方程 为 


du __ | 
pa = Vptel 


~—— Vp— Vopz 
=— VY(p + pez) 
性 7 焊 


—— Vp (2-97) 
于 是 在 欧 拉 方程 的 积分 形式 伯 努 利 方程 中 , 当 考 虑 以 动 水 压强 代 
蔡 其 中 的 压强 项 时 ,恒定 无 涡流 动 的 式 (2-83) 写 为 


Pa 


访 2 yy. 
二 ~ 二 一 一 一 -一 一 一 t 
十 2 -二 十 2 COTS 


或 
之 
po 和 一 const (2-98) 


上 式 表 明了 动 水 压强 与 流速 之 间 的 关系 。 
考虑 不 恒定 的 因素 后 ,上 式 可 号 为 


p+ psth Vvg 。Vf8 = CC (2-99) 


* /DD 。 


研究 流体 处 于 静止 状态 时 ,作用 于 流体 各 种 力 的 平衡 规律 及 
其 应 用 的 科学 称 为 流体 静 力 学 ,在 工程 实践 中 具有 重要 和 广泛 的 
用 途 。 所 谓 流体 的 静止 状态 是 指 该 流体 对 于 选用 的 坐标 系 无 相对 
运动 的 状态 。 如 有 果 把 参考 坐标 系 固定 在 地 球 上 也 就 是 惯性 坐标 
系 , 则 相对 于 这 个 坐标 系 没 有 运动 的 流体 就 是 相对 于 地 球 而 言 该 
流体 处 于 静止 状态 。 如 末 坐 标 系 相对 于 地 球 在 运动 ( 指 相 对 地 球 
的 各 种 变速 运动 ) 为 非 惯 性 坐标 系 , 对 于 非 惯 性 坐标 系 为 静止 状态 
的 流体 ,相对 于 地 球 而 言 则 在 运动 着, 这 种 流体 静止 或 平衡 称 为 相 
对 静止 或 相对 平衡 。 处 于 静止 或 相对 静止 状态 的 流体 ,其 流体 内 
部 质点 之 间 没 有 相对 运动 ,因此 流体 的 精 性 不 起 作用 。 由 2.2 节 
的 讨论 可 知 : 在 流体 静止 时 ,作用 于 流体 的 面积 力 只 有 与 作用 面 外 
法 线 方 回 平行 而 方 回 相反 的 压力 ,而 且 一 点 处 的 压强 与 方向 无 天 ， 
只 是 该 点 位 置 的 郴 数 。 


3.1 静止 流体 的 平衡 方程 式 


3.1.1 平衡 方程 式 


由 式 (2-61) 可 得 到 流体 静止 时 (w= 二 0) 的 欧 拉 方程 式 为 
-。 77h 。 


] 
SS 一 0 台 一 一 V (3=1) 
f vp 或 ff 3 
上 式 在 直角 坐标 (x,y,z) 中 各 坐标 轴 方 向 的 投影 形式 为 
jf, 二 一 一， J ff, ee (3-1 


这 就 是 静止 流体 的 平衡 方程 式 , 流 体 上 各 种 作用 力 相 平衡 ,是 保证 
流体 静止 状态 的 必要 和 充分 条 件 , 是 流体 静 力 学 微分 形式 的 基本 
方程 。 

将 平衡 方程 式 (3-1) 两 侧 与 静止 流 场 中 任意 微 元 弧 问 量 dr 点 
积 ,得 

dr。 了 厂 一 dr，。 Vp 
由 2.4. 1 市 可 知 ; dr* V= 二 d 为 一 标量 算 符 ,表示 沿 空间 一 微 元 弧 
dr 的 全 微分 。 所 以 
dp =p(f.idrt+ fdy+ fdz) (3-2) 

上 式 为 压强 p 的 全 微分 公式 。 


3.1.2 流体 静止 的 质量 力 条 件 


由 式 (3-1) 可 以 看 出 :能 使 流体 处 于 静止 状态 的 质量 力 是 有 
条 件 的 。 为 了 明确 这 个 条 件 , 对 式 (3-1) 两 侧 取 旋 度 ,于 是 有 


VX f= Vx (sw)= v5)x vp (3-3) 
因为 Vx Vp 二 0。 将 式 (3-1) 与 上 式 两 侧 进 行 点 积 , 得 
f. [vx 门 = 2- vv (=)x vp|=0 (3-4) 


式 中 : f。 (VX 了) 二 0 就 是 流体 静止 时 质量 力 需 要 满足 的 必要 
条 件 。 
对 于 不 可 压缩 流体 ,由 于 p= 二 const, 方 程式 (3-3) 可 以 写 为 
VX 了 一 0 (3-5) 
Ss 


上 式 是 不 可 压 肪 流体 静止 状态 时 ,对 质量 力 所 提 出 的 限制 条 件 ,这 
个 条 件 就 是 质量 力 必 须 有 有 狼 。 设 力 势 曙 数 为 L 则 有 


f= VU (3-6) 
将 式 (3-6) 代 人 式 (3-1), 且 考虑 到 流体 为 不 可 压缩 ,有 
_vu/? 
VU = v (4 ) 
将 上 式 积分 ,并 取 积 分 常数 为 零 , 则 
U= £4const= £ (3-7) 
O D 


对 于 不 可 压缩 流体 ,静止 状态 时 质量 力 势 等 于 全。 


对 于 正 压 流 动 , 即 流体 中 任 一 点 的 压强 只 是 密度 的 函数 ,这 时 
po=o(p) 而 不 是 常数 ,这 个 条 件 实质 上 是 对 流 场 的 热力 学 过 程 的 -- 


种 限制 。 例 如 :等温 流 场 (isothermal flow field) 中 全 一 const; 等 


精 流 场 (isentropic flow field) 中 , 方 =const， 7Y 为 质量 执 容 比 。 这 


网 种 情况 均 为 正 压 流 场 。 正 压 流 场 的 主要 特征 是 等 压 面 与 等 密度 
面 重合 。 
定义 压力 晒 数 为 
po- | dp gy 
人 | (3-8) 


正 压 流 场 中 ,压力 图 数 可 以 写 为 


因此 
jm» dz ,, 1] 
y 盆 一 7 Vp 元 Vp 
把 上 式 代 入 平衡 方程 式 (3-1) 中 ,得 
f= Vv (3-9) 
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对 上 式 取 旋 度 , 有 
Vx f= VxXVvV?=0 

| 

YX (3-10) 
从 而 可 知 : 质 量力 必须 为 有 势力 ,也 就 是 说 正 压 流 场 中 流体 处 于 静 
止 状态 的 必要 条 件 同 不 可 压缩 流体 一 样 ,也 是 质量 力 有 势 。 由 式 
(3-6) 与 式 (3-9) 比 较 可 得 力 势 陋 数 与 压力 滑 数 的 关系 为 

一 多 (pb) (25 
可 见 ; 在 本 止 状态 下 , 正 压 流 场 质量 力 努 等 于 压力 水 数 ,显然 等 压 
面 与 等 势 面 必 重 合 。 由 此 得 出 结论 : 正 压 流 场 静 止 时 等 压 面 , 等 密 
度 面 与 等 势 面 (质量 力 势 ) 三 者 重合 。 还 可 以 证 明 在 质量 力 有 势 的 
条件 下 ,处 于 静止 状态 的 流 场 必然 是 正 压 流 场 或 不 可 压 流 场 。 不 
满足 po 一 oltp) 关 系 的 流体 称 为 斜 压 流体 (baroclinic fluid) .流体 压 
力 不 仅 是 密度 的 静 数 ,而 且 还 和 其 他 热力 学 参量 如 温度 等 有 关 。 
笠 压 流体 静止 时 ,其 质量 力 必须 满足 f，。 (Vx 了 )==0 的 条 件 。 


3. 1.3 静止 流体 的 分 界面 


密度 分 别 为 pi ,p: 的 两 种 互 不 混合 的 流体 处 于 静止 状态 时 ， 
它们 之 间 具 有 明确 的 分 界面 。 当 质量 力 有 势 . 两 种 流体 的 平衡 方 
程式 可 分 别 写 为 
一 Vp, 


f: = YU = Vp: 


式 中 :下 角 标 1.2 分 别 代 表 两 种 流体 。 分 界面 上 任意 线段 di 上 的 


压强 差 可 分 别 表示 为 
dp 一 Vp) 。 dl = Ol VD 。 di = oi dU (3-12) 
dp, 一 Vp, 。 dl 一 p, VU, 。 di = po, dU, (3-13) 


分 界面 上 任 一 点 处 两 种 流体 的 压力 及 质量 力 势 均 应 相等 .否则 分 
TO 


盘面 将 不 会 处 于 静止 平 衔 状 态 ,所 以 经 过 di 的 距离 两 种 流体 的 压 
强 增 量 及 质量 力 势 增 量 的 应 相同 . 即 


dp! = dp; = dp 
dt = dU, = dU 
把 上 两 式 代 入 式 (3-12) 和 (3-13) 中 ,并 相 减 可 得 
1 ] 
一 一 一 dp 一 0 
(3 去 ) 7 
由 于 ol 天 2 ,因此 必须 dp 二 0。 由 此 可 见 ; 在 分 界面 上 压强 为 常 


数 , 即 分 界面 是 等 压 面 ,显然 分 界面 也 是 等 势 面 。 
3. 1.4 重力 场 中 的 平衡 方程 式 


在 地 球 引 力 场 中 最 重要 ,而 且 普 遍 存 在 的 一 种 质量 力 是 重力 ， 
重力 为 有 势力 ,其 力 势 男 数 U= 一 gz。z 为 直角 坐标 系 中 与 地 面 
三 下 ,加 上 为 正 的 坐标 轴 。 则 由 -VD 可 知 

f.=0 
六 一。 Ga 
f: 一 一 如 
由 平衡 方程 式 (3-1 > 可 以 得 到 
D0, D0 
y 


| 


dX ”0 
因此 水 平面 (与 = 轴 王 直 的 面 ) 就 是 等 压 面 , 也 就 是 等 势 面 和 等 密 
度 面 。 由 (3-1 ) 式 还 得 到 


52 —— pg (3-15) 
积分 上 式 , 并 考虑 液体 中 密度 o 的 变化 一 般 可 以 忽略 ,得 


式 中 的 CC 为 积分 常数 。 如 果 把 坐标 系 放 在 自由 水 面 上 ,z==0 处 的 
压强 为 p。 代 入 上 式 可 得 
p= pp, ~ oz (3-17) 
80 。 


对 于 液体 中 各 点 而 言 , 往 往 用 液 面 以 下 的 深度 疡 代 蔡 = 坐标 更 为 
方便 , 即 A 一 一 =, 又 08 一 ”为 重度 。 
p= peo) (3-18) 

上 式 是 重力 作用 下 液体 的 平衡 方程 式 , 即 静止 液体 基本 方程 。 

在 流体 的 平衡 和 运动 中 ,起 作用 的 是 两 点 处 的 压强 差 而 不 在 
于 压强 本 上 身 的 绝对 值 。 在 一 般 压 强 的 测量 中 也 是 测量 压 踢 老 。 压 
强 测 量 是 用 大 气压 强 Pa 作为 基准 ,以 大 气压 强 为 基准 的 压强 称 
为 相对 压强 (gage Pressure) 。 为 了 避免 各 地 大 气压 强 变 化 所 引起 
的 不 便 , 国 际 间 规定 了 标准 大 气压 强 (standard atmosphere) 作 为 
相对 压强 的 共同 基准 。 一 个 标准 大 气压 强 等 于 101. 325kKN。m 
或 kPa( 由 完全 真空 算 起 ) ,相当 于 在 重力 加 速度 为 9. 80665my/s ， 
温度 为 0C 时 760mm 水 银 柱 的 压强 。 工 程 上 为 便于 计算 , 称 
100kPa 为 一 个 工程 大 气压 。 从 完全 真空 为 零 起 算 的 压强 称 为 绝 
对 压强 (absolute pressure) 。 

把 式 (3-16) 写 为 以 下 形式 : 


人 十 z= or (3-19) 


上 式 表明 :在 静止 流体 中 压强 水 头 
元 加 位 置 水 头 z 为 常数 。 由 图 3-1 
可 看 出 : ( = 十 六 ) 就 是 测 压 管 中 的 
液 柱 高 度 , 所 以 称 为 测 管 水 头 。 
3.1.5 巴 斯 加 原理 
设 有 一 密封 容器 如 图 3-2 所 


示 。 容 髓 的 一 部 分 边界 是 活 守 ,外 
力 下 通过 活塞 问 容 右 内 的 液体 加 压 , 其 压强 为 


。 8] 。 


| 


po 二 


式 中 :A 为 活塞 面积 。 
可 以 将 这 个 压强 p。 看 作 是 边界 条 件 , 则 由 
式 (3-18) 得 
p= 二 po 十 轴 

如 果 ps 增加 某 一 数值 , 则 全 部 液体 中 各 点 
的 压强 也 均 增加 同一 数值 。 由 此 可 见 : 密 | 
封 容器 中 的 静止 流体 ,由 于 部 分 边界 上 承 时 ”” 呈 汪 加 属于 
受 外力 而 产生 的 流体 静 压力 ,将 均匀 地 传播 到 流体 内 所 有 各 点 上 
去 ,这 就 是 著名 的 巴 斯 加 原理 (Pascal principle)。 如 果 po 污 XYh, 可 


认为 密封 容器 内 的 压力 处 处 相等 。 


3.2 重力 场 中 静止 液体 作用 于 物体 壁面 上 的 合力 


重力 场 中 静止 液体 作用 于 物体 壁面 上 的 合力 在 工程 实践 中 常 
称 为 静水 总 压力 ,需要 确定 其 数值 的 大 小 ,作用 方 问 及 作用 点 的 
位 置 。 


3.2.1 平面 上 的 静水 总 压力 
由 式 (3-18) 可 知 水 下 物 面 上 任 一 点 处 的 静水 压强 为 


户 三 思 十 次 (3-18) 
因此 静止 液体 作用 于 物 面 上 的 合力 为 
p= || pndA = | — (po + myndA (3-20) 


式 中 :PP 为 压力 合力 , 即 静 水 总 压力 ;A 为 液体 与 物体 接触 的 表面 
总 面积 ;n 为 物 面 的 单位 法 线 向 量 ( 指 回流 场 )。 
* 7 。 


静止 液体 作用 于 物 面 上 对 某 一 参考 点 O 〇 的 合力 算 为 


M =— || (rx npydA (3-21) 
式 中 :r 为 O 点 到 物 面 上 各 点 的 向 径 。 根 据 刚 体力 学 中 寻求 合力 
中 心 的 原理 ,只 有 在 P| M 的 条 件 下 ,才能 找到 合力 中 心 C,rc 为 
O 点 到 合力 中 心 C 的 向 径 , 从 而 可 得 M 王 rc XP。 只 有 当 物 面 为 
平面 时 才 符 合 这 一 条 件 , 这 时 平面 上 的 静水 压力 为 一 平行 力 系 。 
合力 中 心 即 为 总 压力 了 在 物 面 上 的 作用 点 ,通常 称 为 压力 中 心 
(center of pressure) ,用 符号 D 表示 。 由 于 静水 压强 与 水 下 深度 
成 正比 , 越 靠 下 部 的 压强 越 大 ,所 以 压力 中 心 D 通常 低 于 水 下 物 
面 的 形 心 C 点 。 
例 求 水 下 某 一 斜 平 面 上 的 静水 作用 力 , 如 图 3-3 所 示 。 余 
平面 A'B 与 水 平面 的 夹 角 为 a,A'B' 平 面 的 形状 如 图 示 , 其 面积 
为 A, 外 法 线 单 位 册 量 为 n。 斜 面 下 部 为 大 气压 强 。 


图 3-3 平面 静水 总 压力 


解 总 压力 可 由 式 (3-20) 与 为 


。 383 ， 


p= | 一 [La 十 次 ) 一 加 jadA 


A 
一 一 n|| dA 
A 
一 一 aysine|| ydA 
从 


其 中 | ydA 为 面积 A 对 于 Oz 轴 的 静 面 逢 ,一 ycA ,ye 为 形 心 C 


在 y 轴 上 的 坐标 位 置 。 于 是 

P=— nysinaycA 一 一 AAA =— npceA (3-22) 
也 就 是 :作用 在 任意 形状 平面 上 的 静水 总 压力 ,其 大 小 等 于 该 平面 
的 面积 与 其 形 心 处 的 静水 压强 pc 的 素 积 ,而 方向 为 指 问 斜面 。 
由 此 可 见 : 形 心 处 的 静水 压强 也 就 是 整个 平面 的 平均 静水 压强 。 
至 于 总 压力 的 作用 点 , 则 需 通 过 式 (3-21) 求 出 , 式 (3-21) 可 写 为 


M=— ||[rx n(p— po) dA 
六 
一 天 x | yysina(z 十 yj) dA 
A 


一 YnxXx (ill zydA + || ydA )sine 
由 此 可 见 : 合 力矩 M 与 平面 的 法 线 向 量 n 季 直 ,因而 M.|P, 通 过 
NM 一 ro XP 可 可 以 得 到 总 压力 作用 点 位 置 rp。 即 
M= Yn xX (i zydA + | y da)sine — rpX (— nrhcA) 


六 


rp= Xxpl 十 ypJ 


-Ph 


十 
hceA hceA 
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式 中 ， yA 为 面积 4 对 Oz 轴 的 惯性 矩 ， 


Cs 


3.2.2 曲面 上 的 静水 总 压力 


如 果 物 面 为 曲面 ,如 图 3-4 所 示 , 则 面 上 各 点 作用 的 压力 其 方 
癌 并 不 平行 ,也 就 是 说 物 面 上 各 处 
的 压力 不 是 平行 力 系 而 是 一 个 空 
间 力 系 , 其 合力 与 全 力矩 一 般 并 不 
互相 垂直 , 了， AM 尖 0, 从 而 无 法 确 
定 压 力 中 心 。 简 单 的 方法 是 把 曲 
面 上 各 微 元 面积 处 的 压力 
(一 pndA) 分 解 为 沿 某 一 直角 坐标 
系 三 个 轴 的 分 量 , 从 而 形成 三 组 平 
行 力 系 。 对 于 每 组 平行 力 系 可 求 图 3-4 曲面 静水 压强 分 布 ” 
得 一 个 合力 ,合力 矩 及 合力 作用 点 。 三 个 方向 的 合力 未 必 能 相交 
于 物 面 上 的 一 点 。 


3.2.3 潜 体 与 浮 体 所 承受 的 静水 总 压力 
1 潜 没 于 水 下 的 物体 ,如 图 3-5 称 为 
3 之 潜 体 (submerged body) ,其 与 液体 接触 
的 表面 上 也 处 处 受到 静水 压力 的 作用 。 
各 微 元 面积 上 静水 压力 的 总 合 就 是 该 物 
” ， 体 所 承受 的 静水 总 压力 , 式 (3-20) 与 式 
4 (3-21) 同 样 适用 。 利 用 高 斯 公式 ( 见 式 
图 3-5 潜 没 物体 的 浮力 上 -15), 将 以 上 两 式 由 面积 分 的 形式 转 
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化 为 体积 分 的 形式 , 则 得 
-一 | VpdV (3-24) 
-cvx pr7)dV (3-25) 


由 式 (3-15) 可 得 
a 
Vp= Oita + 2k 


了 


一 一 pgk (3-26) 
k 为 铅 垂 坐 标 z 方向 的 单位 向 量 。 因 此 由 式 (3-24) 得 
P= egkdv 一 pg Vk (3-27) 


式 (3-27) 说 明 潜 没 水 下 的 物体 表面 的 静水 总 压力 为 物体 所 排 开 
的 相同 体积 液体 的 重量 , 方 同 为 铅 垂 网 上 与 重力 加 速度 方向 相反 。 

在 式 (3-25) 中 ,由 于 YXpr 二 pYXr 十 Vp Xr, 其 中 VXr=0， 
Vp 二 一 pgk ,所 以 式 (3-25) 可 写 为 


=— (~ pek) x rav 


一 pgk xX llrav 
V 


其 中 rav 可 用 体 心 公式 | rdV 二 rey 表示 ,因此 


M = pgk XreV = pgVk Xre = Pxr (3-28) 
式 (3-28) 说 明 :M |]P, 合 力 通 过 体 心 ,r 二 rc。 潜 役 于 静止 液体 中 物 
体 所 受到 的 静水 总 压力 ,以 其 方 同 向 上 而 通称 浮力 (buoyancy) ,浮力 
作用 线 通 过 潜 没 物体 的 几何 中 心 体 心 称 为 浮 心 (center of buoy- 
ancy) 。 浮 力 理论 称 为 阿 基 米 德 原理 (Principle of Archimedes) ,可 表 
述 如 下 :次 没 于 液体 中 的 物体 承受 浮力 ,其 大 小 等 于 物体 所 排 开 的 
液体 重量 ,作用 线 通 过 物体 的 体 心 ,方向 铅 垂 况 上 。 
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漂浮 在 液体 自由 表面 上 ,只 是 部 分 地 淹没 在 液体 中 的 物体 称 为 浮 
体 (floating body)。 浮 体 所 受到 的 浮力 等 于 被 淹没 部 分 物体 所 排 开 的 
液体 重量 ,浮力 作用 线 通 过 淹没 部 分 物体 的 体 心 ,方向 铅 垂 癌 上 。 


3.3 潜 体 与 浮 体 的 平衡 与 稳定 


一 切 潜 没 于 水 中 或 漂浮 于 水 面 上 的 物体 都 受到 两 个 力 的 作用 ， 
期 物体 的 重力 G 和 浮力 已 。 重 力 的 作用 线 通过 重心 , 铅 垂 向 下 。 浮 
力 的 作用 线 通 过 浮 心 , 铬 垂 向 上 。 由 于 一 般 物 体 的 质量 并 不 均匀 ， 
故 重 心 和 浮 心 并 不 重合 。 只 有 在 均 质 物体 时 重心 与 浮 心 完 全 重合 。 
当 重 力 G 大 于 浮力 已 ,物体 将 沉 于 水 的 底部 , 称 为 沉 体 。 如 果 重 力 
G 要 浮力 情 相 等 ,物体 可 以 在 液体 中 任何 深度 处 维持 平衡 ,这 时 由 
于 物体 潜 没 于 水 中 , 称 物体 为 潜 体 。 而 当 重 力 G 小 于 浮力 已 时 , 物 
体 将 上 浮 , 直 至 部 分 物体 露出 水 面 , 减 小 了 排 开 水 体 的 重量 ,使 浮力 
与 重力 相 平衡 ,部 分 露出 水 面 的 物体 称 为 浮 体 。 


3.3.1 潜 体 的 平衡 及 其 稳定 性 


潜 没 于 液体 中 的 物体 ,重力 与 浮力 相等 只 是 维持 它 平衡 的 必 
要 条 件 , 要 保证 潜 体 的 平衡 还 需要 重心 与 浮 心 同 在 一 条 铅 垂 线 上 ， 
这 样 潜 体 既 不 移动 也 不 转动 ,维持 平衡 。 除 此 之 外 还 有 一 个 重要 
问题 , 即 平衡 的 稳定 性 问题 。 如 有 果 由 于 各 种 原因 ,使 潜 体 在 它 的 平 
衡 位 置 略 有 偏离 , 潜 体 如 能 自动 恢复 它 原 有 的 平衡 位 置 , 则 这 个 洪 
体 的 平衡 是 稳定 的 。 如 果 潜 体 不 能 恢复 原 有 的 平衡 位 置 ,而 且 偏 
离 越 来 越 大 , 则 潜 体 的 平衡 是 不 稳定 的 。 潜 体 平衡 的 稳定 性 取决 
于 重心 C 和 浮 心 也 在 同一 条 铅 垂 线 上 的 相对 位 置 。 

图 3-6 表示 潜 体 在 水 中 的 平衡 及 其 稳定 性 。 如 重心 C 位 于 
浮 心 忆 之 下 方 , 当 潜 体 由 于 外 力 扰动 发 生 倾 斜 时 ,重力 G 与 浮力 
P. 形成 一 个 使 潜 体 回复 到 原 有 平衡 状态 的 转动 力矩 ,以 反抗 使 潜 
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体 倾 倒 的 趋势 ,而 一 旦 外 界 干 扰 消 失 , 潜 体 目 动 惰 复 到 原 有 的 平衡 
位 置 , 这 种 情况 下 平衡 是 稳定 的 ,如 图 3-6(a) 所 示 ; 图 3-6(b) 重 心 
C 在 浮 心 D 之 上 , 潜 体 如 有 倾斜 ,重力 G 与 浮力 P; 将 形成 一 个 使 
倾倒 加 剧 的 转动 力矩 ,法 体 不 可 能 自动 恢复 到 原来 的 平衡 位 置 , 是 
为 不 稳定 的 平衡 状态 ;图 3-6(c) 中 重心 C 与 浮 心 DD 重合 , 潜 体 处 
于 任何 位 置 都 是 平衡 的 , 称 为 随 遇 平 衡 。 


TA 


(a) 稳定 的 (b) 不 稳定 的 (c) 湖 遇 平衡 
图 3-6 洲 体 的 稳定 


3.3.2 浮 体 的 平衡 及 其 稳定 性 


浮 体 的 稳定 是 船舶 设计 中 的 重要 问题 。 漂 浮 于 液体 表面 的 物 
体 , 其 平衡 条 件 与 潜 体 相同 , 即 浮 体 的 重力 与 浮力 相等 ,重心 C 与 
浮 心 忆 在 同一 铅 垂 线 上 。 但 译 体 的 稳定 性 较为 复杂 ,这 是 由 于 当 
浮 体 稍 有 倾 料 后 ,浸没 在 水 中 的 部 分 形状 改变 了 ,从 而 使 浮 心 位 置 
发 生变 化 ,使 问题 变 得 复习。 浮 体 在 牌 问 和 水 平方 向 的 位 移 变 化 
不 会 导致 平衡 失去 稳定 。 关 键 在 于 浮 体 的 倾斜 , 即 对 于 平衡 轴线 
发 生 角 位 移 的 情况 。 图 3-7 表示 浮 体 平衡 的 稳定 性 。 图 3-7(a) 所 
示 的 宽 浅 物体 , 当 发 生 转 动 后 ,由 于 物体 涟 人 水 中 部 分 形状 的 改 
变 , 使 浮 心 由 DD 点 移 至 D 点 。 重 心 在 对 称 中心 轴 上 的 位 置 并 没 
有 改变 (如 打坐 标 系 不 是 固定 于 浮 体 上 而 是 固定 于 水 面 某 点 处 , 则 
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由 于 中 心 轴 转动 了 一 个 角度 ,因此 重心 C 也 随 之 在 空间 上 有 一 个 
小 的 移动 )。 与 潜 体 的 情况 相似 , 当 浮 力 P. 与 重力 G 所 形成 的 转 
动力 矩 使 浮 体 回复 到 原平 衡 位 置 时 , 浮 体 是 稳定 的 ,如 图 3-7(a) 所 
示 ; 当 重力 与 浮力 形成 的 转动 力 掏 使 浮 体 进一步 倾斜 ,如 图 
3-7(b) 则 浮 体 不 稳定 :图 3-7(c) 则 表示 随 遇 平 衡 的 情况 。 浮 体 与 水 
面相 区 的 平面 称 为 浮 面 .垂直 于 浮 面 并 通过 重心 C 的 垂直 线 称 为 浮 
轴 。 当 浮 体 处 于 原来 的 平衡 位 置 时 浮 心 和 重心 均 在 浮 轴 上 ,而 当 浮 
体 由 于 某 些 原因 发 生 转 动 而 倾斜 时 , 浮 心 将 移 到 另外 的 位 置 ,通过 
浮 心 的 浮力 作用 线 将 与 原 浮 轴 交 于 一 点 M, 称 为 定 倾 中 心 (metacen- 
ter) 。 在 图 3-7 中 标 出 了 征 倾 中 心 M 的 位 置 。 由 图 可 见 : 浮 体 的 稳 


笃 体 是 稳定 的 ;反之 ,如 果 M 点 低 于 C 点 , 则 泽 体 不 稳定 。 如 果 定 
义 M 吕 到 C 点 的 高 度 为 定 倾 高 度 (metacentric height) mx, 则 当 2M 点 
高 于 C 点 ,m 为 正 值 (>0) , 浮 体 稳定 ;反之 , 当 <<0, 浮 体 不 稳定 。 
定 倾 高 度 mm 的 数值 越 大 , 浮 体 的 稳定 性 越 好 、 


图 3-7 浮 体 的 稳定 性 1 
图 3-8 所 示 为 一 对 于 中 心 对 称 平面 对 称 的 浮 体 ( 船 )。 设 浮 体 
统 浮 面 上 惯性 中 心 (center of inertia) 轴 0O-O 道 时 和 针 转 动 一 个 小 
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角度 wa。 重心 在 原 浮 轴 上 的 位 置 昌 无 变化 ,但 它 在 空间 上 的 位 置 
却 由 于 浮 轴 的 转动 而 由 C 点 移 至 C 点 。 如 果 船 内 装 有 液体 , 则 当 
船体 倾斜 后 整个 船 的 重心 在 原 浮 轴 上 的 位 置 也 将 有 所 改变 。 由 于 
浮 体 刘 没 于 水 中 的 部 分 体积 虽 未 改变 但 形状 却 改变 了 。 所 以 浮 心 
将 移 至 DD 点 。 


图 3-8 浮 体 的 定 倾 高 度 “ 


使 浮 体 恢 复 到 原来 平衡 状态 的 力矩 为 : 
M = peV COC’'Msina (3-29) 
当 a 为 小 角度 ,如 ec<10 时 ,sin as*a, 所 以 有 
M 一 og VC Ma (3-30) 
式 中 :V 为 浮 体温 没 于 水 下 的 体积 ;CM 表示 C 点 与 M 点 的 距离 ， 
为 定 倾 高 度 m。 


定 倾 高 度 m 可 从 以 下 推导 定 出 。 如 图 3-9, 设 浮 体 为 一 二 维 
船体 ,船体 道 时 针 转 动 后 浮 面 由 原 PQ 变 为 P'Q', 横 形体 OPP' 汝 
入 水 中 而 模 形 体 OQQ 则 露出 水 面 ,二 者 体积 大 小 相同 。 浮 心 由 
D 点 移 至 D 点 ,通过 了 点 的 浮力 作用 线 垂直 于 P'Q' 平 面 而 与 原 
浮 轴 交 于 M 点 , 即 为 定 倾 中 心 。 重 心 C 与 原 浮 心 D 在 转动 后 的 

. 00 


图 3-9 定 倾 高 度 的 推导 


船体 中 心 线 上 的 相对 位 置 不 变 为 (及 D'。 棉 形体 体积 为 
zadrdy ,其 中 :za 表示 x 点 处 模 形 体 的 高 度 ;y 表示 与 纸 面 垂直 
方向 的 坐标 轴 , 坐 标 系 设 于 水 面 上 ,以 O 点 为 原点 。 船 体 转动 后 
的 浮力 P: 应 该 等 于 原 浮 力 已 . 加 上 槐 形体 OPP 所 形成 的 浮力 并 
减 去 模 形 体 OQQ 所 形成 的 浮力 。 如 果 对 了 1 点 取 和 矩 , 则 可 得 : 
PCDD” ,=pg || readzdy 其 中 pg | adzay 为 两 个 栅 形 体 所 
形成 的 顺 时 针 方 向 的 力 偶 。 由 于 两 个 棉 形体 体积 相同 ,因此 P' 
P.==pgV。(D'D” ,为 D'D” 在 x 方向 的 投影 。 因 而 

(DD”), = ee 一 0 os 
式 中 , 1, 表示 浮 体 在 未 转动 时 , 原 浮 面 对 O 轴 的 惯性 矩 (inertia 


moment)., 


* OQ] 。 


注意 :在 推导 过 程 中 都 忽略 了 na 的 高 阶 项 ,D 与 DD 点 在 
方向 的 变化 可 以 证 明 是 a 的 高 阶 量 ,因此 可 不 了 予 考 感 。 由 图 
3-9 可 见 : 由 定 倾 中 心 M 点 到 原 浮 心 D 的 距离 MD', 当 a 其 小 时 ， 


[Ia 


MD .a=DD = 六 ,因此 


An7 lo 
MD 一 Vy (3-32) 
MD 称 为 定 倾 半径 人 Cmetacentric radius)。 重 心 C 与 原 浮 心 万 之 
问 的 距离 称 为 偏心 中 ,以 e 表示 ,为 已 知 量 ,因此 定 倾 高 度 mm 为 
m= MC = MD -= 全 一。 (3-33) 


如 末 浮 体 转动 的 角度 a 不 是 小 量 , 则 定 倾 高 度 将 随 a 而 变化 ， 
浮 体 的 稳定 需要 进一步 分 析 , 读 者 可 参阅 专门 书籍 。 


3.3.3 油船 的 平衡 稳定 性 


如 条 评 在 水 面 的 船只 中 装运 有 具有 自由 液 面 的 液体 ,如 油 
船 , 则 当 船 号 倾斜 时 ,船舱 中 自由 液 面 发 生变 化 ,因而 船 中 液体 
的 重心 随 之 移动 ,从 而 使 全 船 的 重心 位 置 改 变 , 现 分 析 这 种 情况 
下 的 稳定 性 。 

设 船 内 有 两 油箱 ,各 有 自由 液 面 如 图 3-10 所 示 。 当 船 身 
顺 时 针 转 动 一 个 小 角度 x 而 发 后 倾斜 时 , 箱 内 油 面 随 着 船 身 倾 
斜 , 其 重心 分 别 由 Ci 移 至 Ci ,Cs 移 至 Cs ,从 而 使 整个 油船 的 
重心 由 C 移 至 C 。 重 心 移动 的 水 平 距 离 可 以 仿照 上 节 确 定 浮 
心 移动 距离 的 方法 得 出 ,采用 与 式 (3-31) 相 似 的 公式 , 即 


af， 


人 CC， 一 一 V, (3-34) 
Cer al 
(C2C2 = Vy (3-35) 


式 中 : 了 ,1 分别 为 两 个 油箱 自由 液 面 对 该 油箱 中 心 对 称 轴 的 惯 
性 起 ;V， 和 YY 则 代表 两 个 油箱 中 各 自 的 油 体积 。 
* O22 。 


图 3-10 油船 稳定 性 的 分 析 : 
全 船 重 心 位 置 的 移动 距离 CC 可 通过 求 合 力矩 的 办 法 求 得 。 
认为 全 船 重 心 的 移动 只 是 由 油箱 中 油 体 重心 的 移动 所 引起 ,于 是 
ppg Vo CO bo gVi 和 C 十 DogV， 人， 全 


yy 
一 p08V,) yy 十 oogYV， V, 


ee Oo pa (i 3 1,) 


2 (3-36) 
Vo Op 


式 中 .ps 为 全 船 的 平均 密度 ;p, 为 油 密 度 ;V。 为 全 船 的 体积 。 船 体 
倾斜 后 自由 水 面 在 船体 上 的 位 置 由 原来 的 PQ 改变 为 P'Q 。 由 
船体 转动 后 的 浮 心 D 引出 与 P'Q 垂直 的 浮力 作用 线 , 该 线 与 原 
浮 帮 交 于 M 氮 , 即 为 定 倾 中 心 。 船 吴 转 动 后 重力 作用 线 也 垂直 于 
船体 倾斜 后 的 自由 水 面 PQ ,由 C 向 上 引线 与 原 浮 轴 交 于 NN 点 。 
Se 


油船 的 浮力 为 opgV, 其 中 ,Pp 为 水 的 密度 ,V 为 船体 浸没 部 分 的 体 
积 。 重 力 为 ppgV。。 根 据 定 倾 高 度 的 定义 , 它 由 原来 的 MC 减 小 到 
现在 的 MN 。MN 的 数值 由 下 式 确 定 : 

MN = zo MD— (zc ON) 
式 中 : zp ,zc 分 别 表示 原 浮 心 和 原 重 心 相 对 于 船 底 的 高 度 ( 见 图 
3-10);V 为 船体 浸没 于 水 中 部 分 的 体积 ;MD 为 船体 的 定 倾 半径 ， 


由 式 (3-32) 知 :TD 上 ,EN -=- 工 wo 1), 代 入 上 式 得 
位 V 。 po 
定 倾 高 度 MN 为 
7 Lo 1 po 
MN = (zp zd) Lol) (03.37) 


V Vo Ob, 
从 式 (3-37) 中 可 看 出 ; 减 小 油箱 中 自由 液 面 的 惯性 矩 , 如 荆 , 了， 
值 , 可 以 增加 定 倾 高 度 ,从 而 提高 油船 的 稳定 性 ,为 此 应 尽量 将 油 
箱 分 隔 为 小 油箱 。 


3.4 非 惯性 坐标 系 中 的 静止 液体 


在 非 惯性 坐标 系 中 ,液体 静止 的 平衡 方程 式 (3-1) 仍 适用 , 即 
/= vp (3-1) 
只 是 在 斋 量 力 珊 中 应 该 包括 惯性 力 。 
3.4.1 直线 等 加 速 运动 容器 中 的 静止 液体 


如 采 盛 有 液体 的 容器 相对 于 地 球 作 直线 等 加 速 运动 ,坐标 系 
国定 于 容 硕 上 ,为 非 惯性 坐标 系 。 容 器 中 的 液体 相对 于 容器 为 静 
止 状 态 。 单 位 质量 力 包 括 惯 性 力 及 地 球 引 力 一 一 重力 。 容 器 中 各 
点 的 绝对 加 速度 为 a, 表 示 为 

4 一 4 十 QJ tak 
。 04。 


则 根据 理论 力学 中 的 达 明 人 上 原理 ,作用 在 单位 质量 液体 上 的 惯性 力 为 
一 4; 若 取 坐 标 系 如 图 3-11 所 示 ,= 轴 铅 垂 向 上 ,质量 力 .天 一 a 一 g, 即 
fi=—a:, f,=—a,, f:=~—(a:tg) 

把 上 式 代入 式 (3-2) 中 得 
dp= p(f.drt+ fdy+t f.dz) 


一 一 pLa.dr+ 十 a,dy 十 (a, 十 2)dz| (3-38) 
积分 上 式 可 得 压强 p 为 
D Ep(ur l (3-39) 


C 为 积分 常数 ,由 具体 问题 的 条 件 确定 。 
例如 在 图 3-11 中 ,以 xrz 方 
器 加 速度 为 a 而 运动 的 容器 , 原 
静止 时 液体 深度 为 瓦 。 此 时 有 
f:=—a, f,=0, f.=—g 
由 于 dp 二 0 表示 等 压 面 方程 ,由 
式 (3-38) 得 等 压 面 方程 为 
dp 一 一 0O(Cacdzrz 十 gdz) 一 0 


图 3-11 直线 等 加 速 运动 
& 容器 中 的 静止 液体 
由 此 可 见 : 在 作 直 线 等 加 速 运动 
的 容器 中 ,静止 液体 的 等 压 面 为 一 禾 倾 斜 平面 , 其 斜率 由 
【一世 ) 决 定 。 液 体 的 自由 液 面 也 是 一 个 等 压 面 ,由 原点 处 的 条 件 


z 二 0,7 二 0, 得 到 C= 二 0, 因 此 自由 液 面 的 方程 为 


z= 一 r+ 十 C (3-40) 


Se (3-41) 
& 


为 一 个 倾 射 平面 。 
积分 压强 的 全 微分 方程 dp 三 一 p(adz 十 gdz) ,得 
p=C-- par—pogz 
将 坐标 原点 ==0,z 一 0 处 的 边界 条 件 p= po 代入 ,得 C 一 ps, 于 是 
3 


上 式 可 与 为 
p= po Par— og (3-42) 
上 式 为 液 面 以 下 的 压强 分 布 公式 ,po 为 大 气压 踢 。 坊 式 又 可 与 为 


p=po 08 (z+) 
式 中 : 一 (二 z 十 =j 等 于 液体 自 由 表面 以 下 的 垂直 深度 h。 因 此 上 


式 可 写 为 

p=po togh= po Yh (3-43) 
上 式 与 3.1.4 节 中 的 式 (3-18) 相 同 ,说 明 在 非 惯 性 坐标 系 中 静止 
液体 中 一 点 的 压强 与 惯性 坐标 系 中 形式 相同 , 均 决 定 于 该 点 在 水 
下 的 诬 度 ，。 


3.4.2 等 速 旋转 运动 容器 中 的 静止 液体 


在 半径 为 RR 的 圆柱 形容 器 中 装 有 
液体 ,以 等 角速度 名 绕 容器 中 心 旋转 轴 
转动 。 容 器 中 的 液体 由 于 液体 具有 糙 
性 也 被 容 胡 市 动 而 作 旋 转运 动 。 此 时 
液体 除 受 重力 作用 外 还 受 离心 惯性 力 
的 作用 。 坐 标 系 固定 于 容 蓝 上 如 图 
3-12 所 示 ,坐标 不 点 固定 于 旋转 轴 与 容 
器 底面 的 交点 处 ,z 轴 向 上 。 设 容器 静 
止 时 液 休 在 容器 中 的 高 度 为 日 ， 图 3-1]2 旋转 容器 中 静止 液体 

单位 质量 流体 所 受到 的 质量 力 为 

fi = wr, f,=wy, fz——g 
把 上 式 代 入 式 (3-2) 式 中 得 

dp = p(w zdr tw ydy+t gdZ) (3-44) 
在 等 压 面 上 dp 一 0, 积 分 上 式 得 等 压 面 方程 式 为 


* QO »。 


式 中 :C 为 积分 第 数 。 
今 2 
则 
一 gz 一 (- (3-45) 


Z 
表明 等 压 面 是 一 族 旋转 抛物 面 , 不 同等 压 面 有 不 同 的 C 值 。 自 由 


液 面 也 是 一 个 等 压 面 。 在 自由 液 面 的 最 低 点 有 
-i 


代入 上 式 得 C= 一 gH ,因此 自由 液 面 的 方程 式 为 
—g(z— Ho)=0 (3-46) 
液体 中 的 压力 分 布 可 由 式 (3-44) 积 分 得 到 , 即 


设 目 由 表面 上 压强 为 大 气压 强 po. 则 由 边界 条 件 r= 二 0,z= HH。， 
P 二 Pp。。 得 出 积分 常数 Ci 二 po 十 opgHHo ,代入 上 式 得 


Po po tp a + eH, ) 


2 .2 
= p+ee| Te + (HH, — <) | (3-47) 
由 式 (3-46) 可 得 自由 液 面 方程 
加 Co 
令 自 由 液 面 上 一 点 在 垂直 坐标 上 的 投影 为 x,. 则 
we 1 (3-48 ) 
28 


由 式 (3-48) 可 见 ; 全 代表 自由 液 面 的 旋转 抛物 面 上 一 点 较 旷 。 


ZB 
高 出 的 那 部 分 。 当 一 尺 ,zxo 王 万 为 自由 液 面 在 容器 壁面 处 的 最 
* An。 


大 水 深 , 即 


2 2 
Hi 一 一 H, 二 < 
ZB 
也 可 与 为 
2 2 
“二 — H,,..— HH, (3-49) 
S 


利用 这 一 结果 ,由 液 面 最 大 高 差 (五 .一 瓦 ) 可 以 确定 容器 的 角 转 速 
w。 令 zz 为 水 下 一 点 的 坐标 值 ,该 点 在 水 面 以 下 的 深度 为 h, 其 值 为 
2 R? 
“8 
于 是 式 (3-47) 可 改写 为 
p= po opgh = po (3-51) 
同样 与 惯性 坐标 系 中 压力 分 布 的 形式 相同 。 
及, 可 以 通过 容器 旋转 前 后 其 中 液体 体积 相同 这 一 点 来 确 
定 。 静 止 时 ,液体 体积 为 xR 五 ,所 以 


| zo2nrdr = TR’:H 
将 式 (3-48) 代 入 上 式 , 得 


二 日 ,一 z= 二 (3-50) 


H,=H_ “EE (3-52) 
4g 
自由 液 面 方程 最 终 可 以 写 为 
加 _ 
> 一 五 | ( 真 ) | (3-53) 
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在 建立 了 流体 运动 的 基本 方程 式 , 如 第 1 章 和 第 2 章 中 的 连 
续 方 程 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 后 ,只 要 明确 边界 条 件 和 初始 条 件 ， 
从 理论 上 讲 ,一 切 流 动 问题 都 是 可 以 解决 的 。 但 是 很 多 情况 下 ,由 
于 数学 上 至 今 还 难以 克服 的 困难 ,相当 多 的 实际 流动 并 不 能 用 这 
种 理论 上 的 办 法 求解 。 计 算 机 的 发 展 给 了 了 人们 很 多 帮助 ,很 多 过 
去 不 能 从 数学 上 求 得 精确 解 的 流动 问题 现在 可 以 通过 数值 计算 得 
到 解答 ,但 仍然 不 能 说 所 有 问题 都 可 迎刃而解 。 在 流体 力学 形成 
和 发 展 的 历史 上 ,特别 是 在 解决 很 多 实际 流动 问题 方面 还 有 一 个 
重要 的 解决 流动 问题 的 方法 ,就 是 量 网 分 析 (dimensional analy- 
sis) 和 试验 方法 。 这 个 方法 至 今 还 广 为 应 用 ,特别 是 对 于 一 些 复 
杂 的 或 特殊 的 流动 , 量 岗 分 析 和 试验 方法 还 具有 强大 的 生命 力 。 
量 纲 分 析 可 以 帮助 人 们 对 复杂 的 流动 问题 进行 定性 的 分 析 , 提 出 
反映 流动 的 方程 式 的 结构 形式 。 相 似 原 理 (principle of simili- 
tude) 则 是 流动 问题 试验 方法 的 理论 基础 。 近 年 来 由 于 应 用 计算 
机 的 推广 ,“ 模 型 "和 “相似 ”的 概念 突破 了 原来 的 范围 ,成 为 仿真 技 
术 的 基础 。 近 一 二 十 年 ,国内 外 又 出 现 把 “相似 论 ” 作 为 思维 科学 
和 认 知 哲学 来 进行 研究 的 学 术 分 支 中 。 


@ 左 东 管 。 相 似 理论 20 世纪 的 演进 和 21 世纪 的 展望 。 水 利水 电 科 技 进 展 ， 
1997,17(2) 
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最 先 提出 量 纲 分 析 理 论 的 是 19 地 纪 初 叶 法 国 数学 家 傅 里 叶 
(Jean-Baptiste-Joseph Fourier,1768 一 1830)。 后 来 俄国 人 仁科 夫 
斯 基 (Hukonai 下 ropoBgad Rykopckut,1847 一 1921), 莫 国人 瑞 利 
(John William Strutt Rayleigh, Lord,1842--1919) 等 相继 对 这 一 
理论 作出 了 贡献 .1941 年 白金 汉 (Buckingham E. 1867 一 1940) 
提出 量 纲 分 析 中 一 个 重要 定理 ,白金 汉 zr 定理 (Buckingham 


n-theorem),® 


4.1 量 纲 


各 种 物理 量 之 间 存 在 一 定 的 关系 ,说 明 这 些 物理 量 的 结构 必 
然 由 看 干 统一 的 基础 成 分 所 构成 。 物 理 量 的 这 种 基本 构成 成 分 称 
为 量 纲 ” ,也 称 为 “ 因 次 ”。 在 流体 力学 中 常用 的 物理 量 有 长 度 、 时 
间 .质量 .速度 . 力 .密度 .粘度 等 等 ,构成 这 些 物 理 量 的 量 纲 有 长 度 
(length)L ,时 间 (time) 工 ,质量 (mass)M ,而 构成 速度 的 量 纲 为 
L/T, 构 成 密度 的 量 纲 为 M/L’*。 其 中 LL,T,M 称 为 基本 量 纲 ,而 
由 基本 量 纲 组 合 而 成 的 其 他 物理 量 的 量 纲 例如 L/T,M/Li 等 则 
称 为 读 守 量 纲 。 量 岗 也 可 以 理解 为 不 同性 质 的 物理 量 的 量度 

基本 量 网 必须 具有 独立 性 , 它 不 可 能 由 其 他 的 基本 量 纲 推导 
出 来 ,而 诱导 量 纲 不 具有 这 种 独立 性 是 由 基本 量 纲 组合 而 成 的 。 
在 流体 力学 中 人 研究 的 是 流体 的 机 械 运 动 ,因此 常 选择 L、T、M 为 
基本 量 纲 。 一 个 物理 量 的 量 纲 只 表示 这 个 物理 量 由 基本 量 纲 的 构 
成 而 并 不 表示 其 物理 含义 。 例 如 性 质 上 完全 不 同 的 两 种 物理 量 功 
(work) 和 力矩 (moment) 却 具有 相同 的 量 纲 ML?/T?*。 力 学 中 还 


”Rouse H, 流体 力学 讲座 。1981.11 
DD Buckingham E. Phys, Rev. ,1914, vol. 4. no. 4，345 一 376 
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有 一 种 基本 量 纲 的 选择 , 邑 LL,T,F。F 表示 力 (force)。 表 4-1 中 
列 出 了 以 两 种 不 同 基本 量 纲 LTM 和 LTF 所 表示 的 流体 力学 中 
常用 的 各 种 物理 量 的 量 网 型 式 ， 

表 4-1'” 流体 物理 量 量 纲 型 式 


时 间 + 
流速 v 
重力 加 速度 & 
流量 Q 
单 宽 流 量 5 


质量 mx 
力 下 
密度 p 
重度 7 
粘度 jx 
运动 粘度 v 
压强 p 

切 应 力 r 
弹性 模 量 下 
表面 张力 系数 a 
动量 p 
功 . 能 W 
水 头 HH 
功率 P 


物性 系数 及 
动力 学 的 量 


Pa 
N/m 


J 


SI 单位 


米 
平方 米 
立方 米 


四 次 方 米 


秒 
米 每 秒 
米 每 平方 秘 
立方 米 每 秒 
平方 米 每 各 
千克 (公斤 ) 
牛 [ 顿 ] 
千克 每 立方 米 
牛 [ 顿 ] 每 立方 米 
凰 秘 
平方 米 每 秒 

由 [斯 卡 ] 

由 [斯 卡 - 

由 [斯 卡 ] 

牛 [ 顿 ] 每 米 


kg。mys 千克 米 每 秒 
焦耳 j 

米 

瓦 [ 特 J 
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为 了 表示 一 个 物理 量 的 数量 性 质 , 必 须要 有 一 个 度量 的 标准 ， 
也 就 是 单位 Cunit) ,物理 量 的 大 小 就 用 单位 的 实数 倍数 来 表示 。 
对 于 有 具有 问 一 种 量 纲 的 物理 量 , 有 时 可 以 用 多 种 不 同 的 单位 ,例如 
长 度 .高 度 .宽度 等 具有 长 度 的 量 纲 的 各 种 物理 量 , 对 其 度量 单位 
可 以 有 多 种 不 同 的 选择 ,例如 选择 的 单位 可 以 有 “ 米 ”(meter) ,次 
矿 (foot) ,市 太 等 。 同 一 个 长 度 ,使 用 不 同 单位 则 会 有 不 同 的 数值 
或 单位 的 实数 倍数 ,如 长 度 1 米 可 表示 为 3. 28 英尺 或 3 市 尺 ,但 
征 这 些 不 同 的 单位 就 其 性 质 来 说 都 是 长 度 单 位 ,也 可 以 说 它们 都 
具有 同 -- 量 纲 L。 规 定 了 力学 中 三 个 基本 量 纲 的 单位 ,其 他 各 种 
物理 量 按 其 量 纲 可 由 这 三 个 基本 量 纲 的 单位 (可 称 为 基本 单位 ) 表 
不 出 来 。 例 如 当 规 定 长 度 单位 用 米 制 而 时 间 单 位 用 秒 , 速 度 的 量 
纲 为 L/T, 所 以 其 单位 是 (m/s)。 在 流体 力学 中 统一 使 用 国际 单 
位 市 (International System of Units, SI1)。 对 于 一 些 工程 师 来 说 
更 熟悉 的 却 是 “工程 单位 ”, 但 是 由 于 我 国 采 用 了 SI 单位 制 ,工程 
单位 已 未 渐 被 淘汰 。 国 际 单位 制 (SD) 中 基本 单位 为 长 度 ( 米 ,m)， 
时 间 ( 秒 .s) 和 质量 (公斤 ,kg)。 力 的 单位 是 一 种 导出 单位 , 称 为 牛 
顿 (N) ,1N 二 1kg， m/s , 详 见 表 4-1。 单 位 和 量 纲 都 是 表示 物理 
量 的 量度 , 量 纲 表 示 物 理 量 量度 的 性 质 和 类 别 ,而 单位 则 可 用 以 表 
示 物 理 量 量度 的 数量 和 和 大小。 对 于 一 个 物理 量 , 其 量 纲 是 确定 的 
而 其 单位 则 是 主观 选 定 的 。 选 取 不 同 的 单位 会 得 到 不 同 的 数值 ， 
但 是 对 于 同一 量 纲 的 两 个 物理 量 的 比值 却 不 随 单位 的 选择 而 变 
化 。 这 就 是 同类 物理 量 相 对 大 小 对 于 单位 选取 的 “不 变性 ”, 是 度 
量 的 根本 原则 。 根 据 这 个 原则 可 得 出 一 个 重要 的 结论 : 在 确定 的 
单位 制 中 ,所 有 物理 量 的 量 纲 都 具有 基本 量 纲 的 窒 次 积 形式 。 即 
[zj)=L" TM (4-1) 
式 中 : Lrj 表 示 某 一 物理 量 x 的 量 纲 ;a,B,7Y 称 为 量 纲 指数 。 式 
(4-1) 称 为 量 纲 公式 。 凡 a,B,7Y 中 有 一 个 不 为 零 者 为 有 量 纲 量 ; 如 
朱 茶 一 物理 量 x 的 量 岗 公式 中 ,= 一 0,p8=0,7=0 即 [zj]=1, 则 x 
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称 为 无 量 纲 量 。 它 具有 数值 的 特性 。 无 量 纲 数 在 流体 力学 中 有 着 
重要 的 作用 ,具有 如 下 特点 : 

(1) 无 量 纲 量 既 无 量 纲 ,当然 也 没有 单位 ,而 只 是 一 个 实数 。 
这 一 实数 的 数值 与 流动 问题 中 采用 哪 种 单位 制 无 关 。 例 如 某 一 流 
动 ,其 雷诺 数 为 2000, 则 无 论 采 用 国际 单位 制 (SD) 或 采用 英制 ,这 
一 数值 并 不 改变 。 

(2) 在 相似 流动 中 (例如 : 在 流体 力学 的 试验 研究 中 常 以 凡 
度 较 小 的 模型 水 流 去 模拟 大 尺度 的 原型 水 流 , 但 模型 与 原型 中 相 
应 的 物理 量 均 成 一 定 的 比例 ,二 者 为 相似 流动 ) 无 量 纲 量 是 相等 
的 。 篆 用 一 些 无 量 纲 量 如 雷诺 数 , 弗 劳 德 数 作为 流动 相似 的 判 握 ， 
这 些 无 量 纲 量 在 模型 水 流 中 与 原型 水 流 中 保持 相同 的 数值 。 利 用 
无 基 纲 量 来 分 析 ,整理 实验 数据 可 以 得 到 更 一 般 性 的 规律 。 

(3) 无 量 纲 量 在 表述 自然 规律 中 具有 重要 作用 。 自 然 界 的 客 
观 规 律 是 不 以 人 们 的 意志 为 转移 的 ,而 量度 的 单位 制 却 是 由 人 们 
主观 制定 或 选择 的 。 只 有 不 受 单 位 制 影响 的 无 量 纲 量 才 可 以 作为 反 
映 客 观 规 律 的 独立 因素 ,在 这 个 意义 上 布 里 奇 曼 (Bridegeman P. W. ) 
1931 年 称 之 为 “相对 值 ( 无 量 纲 量 ) 的 绝对 意义 ”。 一 个 完整 、 正 确 
的 力学 方程 式 应 该 是 由 无 量 纲 项 组 成 的 方程 式 。 

(4) 只 有 对 于 无 量 纲 量 才 可 以 应 用 如 对 数 .指数 .三 角 吸 数 等 
超越 蚂 数 的 运算 。 对 于 有 量 纲 的 量 则 不 能 进行 这 样 的 运算 ,例如 : 


对 速度 "一 二 取 对 数 ,从 数学 上 讲 可 以 写 沪 Inv=In()=Ins— 
Int, 但 从 物理 上 看 ,这 一 结果 是 莫 课 的 ,没有 意义 的 。 


4.2 量 纲 和 和谐 原 理 


只 有 相同 量 纲 的 物理 量 才能 相 加 、 相 减 或 相等 。 不 同 量 纲 的 
物理 量 不 能 相 加 减 ,但 是 可 以 通过 相 乘 或 相 除 而 组 合 在 一 起 ,组 合 
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的 物理 量 将 由 于 乘除 而 得 到 一 个 新 的 量 纲 , 例 如 : YY 流 过 
的 距离 ; 被 时 间 4 除 得 流速 v, 则 vw 的 量 岗 为 [v] 一 示 。 当 把 有 关 


的 物理 量 组 成 一 个 方程 式 来 表述 茶 一 流动 现象 时 ， 方程 式 中 
的 每 一 项 可 以 由 不 同 的 物理 量 通 过 乘除 而 组 成 ,但 各 项 的 量 纲 必 
须 相 同 。 

这 样 束 形 成 了 量 纲 分 析 中 必须 遵循 的 一 个 基本 诛 理 ,就 是 量 
纲 和 谐 原 理 (The principle of dimensional homogeneity) 即 凡是 正 
确 反 映 客 观 物理 过 程 中 各 个 物理 量 之 间 关 系 的 方程 式 , 必 须 是 量 
弄 和 这 且 ,好人 各 个 项 的 量 网 是 一 致 的 。 如 伯 努 利 方程 (2-?1) 


作 十 入 +2=C (2-71) 
ZE 


式 中 每 一 项 的 量 纲 都 是 长 度 的 量 岗 (L) ,包括 等 号 右 侧 的 常数 C 
代表 总 水 头 , 也 具有 LL 量 网 。 选 定 同 一 长 度 单位 即 可 通过 此 公式 
进行 计算 而 得 到 数量 的 结果 。 量 网 积 谐 的 方程 式 不 因 选 用 单位 制 
的 不 同 而 改变 其 形式 。 

量 纲 和 谐 原 理 可 以 帮助 人 们 正确 地 建立 新 方程 式 ,确定 方程 
式 中 各 项 的 结构 形式 。 例 如 : 圆 管 层 流 (laminar flow) 的 流量 Q 


与 单位 管 长 的 压强 差 人 SA, 圆 管 半径 7, 液体 的 粘度 w 等 因素 有 关 ， 
由 量 纲 和 谐 原理 得 


[QJ=| (学 ) ry 
如 采用 基本 量 岗 为 L,T,M ,各 个 量 的 量 纲 为 
[QI=L TY 
[Ap 一 ML 一 IT 一 
[j=ML TT 
[rj=[L/j=L 
把 上 述 4 项 代 人 流量 Q 的 量 纲 表 示 式 中 可 得 
* 104 。 


3 个 -1 1 -1 
LT = | TE ) 
量 纲 和 谐 原理 要 求 等 号 两 侧 量 纲 -一 致 , 则 
1. J 2 


1， | 
AT ， 0 一 十 C 
上 面 3 式 联 立 可 解 出 4 一 1, 5 二 4, cc 二 一 1. 于 是 


[Qj]= He er | 
即 得 到 圆 管 层 流 流量 Q 与 单位 管 长 压强 差 人 A、 圆 管 半 答 +、 液体 


粘度 w 的 关系 式 为 
Apr 
#2 
式 中 :上 为 无 量 纲 比 例 常 数 , 可 通过 理论 求解 得 到 二 二 


量 纲 和 谐 原 理 可 用 来 检验 新 建立 方程 式 或 经 验 公 式 的 正确 
性 ， PP 


du; ] op Ut, 
ee 证 0 


式 中 各 项 的 量 纲 均 为 LT ,说 明 该 方程 式 在 量 纲 上 是 和 谐 的 。 
有 些 经 验 公 式 , 量 纲 是 和 谐 的 ,这 种 经 验 公式 在 应 用 时 与 单位 制 的 
选择 无 关 。 但 也 有 一 些 稍 用 的 经 验 公 式 的 量 岗 是 不 和 谐 的 ,如 在 
水 力学 中 至 今 还 广泛 应 用 的 曼 宁 公式 (Manning formula) 为 
v= RI: 

式 中 :wv 为 河 槽 中 过 流产 面 上 水 的 平均 流速 ,Lv 一 LT ';R 为 过 
流 断 面 的 水 力 半 径 Chydraulie radius) ,LR 二 L;J 为 水 力 坡度 (hy- 
draulic gradient) ,| | 二 1;n 为 烟 率 (roughness coefficient) , 它 的 
量 纲 并 不 明确 。 


QQ 一 上 


C209) 


“1Do ® 


为 了 使 曼 宁 公 式 量 纲 和 谐 ,n 应 具有 L-3TT 的 量 纲 , 但 是 表示 
明 构 槽 壁 粗 糙 程 度 的 % 不 应 该 出 现时 间 量 纲 T, 因 为 粗糙 只 应 具 
有 几何 的 性 质 , 即 量 纲 为 工 ,而 与 时 间 无 关 。 因 此 曼 宁 公式 应 该 乘 
以 一 个 与 选取 单位 制 有 关 的 系数 a, 即 

Ua RI 
如 选用 SI 单位 制 ,ae= 王 1; 如 选用 英制 ,ae 一 1.486。 劳 斯 (Hunter 
Rouse 1906 一 1996)1943 年 提出 在 明 槽 流动 中 重力 起 主导 作用 ， 
它 的 作用 应 包括 在 曼 宁 公式 的 系数 a 中 ,给 系数 a 的 量 纲 为 
LVg]=LzT-: ,因此 粮 率 n 就 具有 L5 的 量 纲 。 在 这 种 解释 中 精 
率 只 与 长 度量 纲 有 关 ,理论 上 还 勉强 可 以 接受 ,而 且 广 泛 被 工程 师 
所 使 用 。 问 题 在 于 n 值 是 一 个 概括 经 验 确定 的 数值 ,而 且 它 的 数 
值 与 单位 无 关 , 在 英制 和 米 制 中 都 使 用 同样 的 值 ( 详 见 第 9 章 明 
槽 水 流 运 动 ) ,但 如 果 它 具有 15 的 量 纲 , 则 在 英制 和 米 制 两 种 不 同 
单位 制 的 选择 中 ,n 值 应 有 差别 , 即 
生生 王 一 3 2875 一 1. 22 

二 者 之 比 为 1. 22 倍 。 因 此 使 n 具 有 L175 的 量 纲 是 不 完美 的 。 另 外 
曼 宁 公 式 中 的 系数 a 如 果 具 有 Lz T-'! 的 量 纲 , 则 在 英制 单位 中 的 


系数 a 应 为 米 制 单位 中 a 的 3. 287 ==1. 811 倍 , 即 在 米 制 单位 中 
4a 一 ,英制 单位 中 应 为 1.811。 但 实际 上 作为 经 验 公式 ,英制 中 系 


数 a 为 1.486 已 如 前 所 述 。 可 见 a 的 量 纲 采 用 LT-: 也 是 有 了 矛 

盾 的 。 总 之 ,对 于 一 些 经 验 公式 而 言 , 由 于 菜 些 经 验 公式 的 量 纲 是 

不 和 谐 的 ,这 时 只 能 按 公式 要 求 的 单位 制 去 运算 ,这 种 作法 在 实战 
中 是 勉强 可 行 的 ,但 不 能 追求 其 量 纲 的 和 谐 性 ,而 且 不 能 说 这 些 经 

验 公 式 由 于 其 量 纲 不 和 谐 就 是 完全 不 正确 的 。 当 然 , 随 着 人 类 科 

学 技术 水 平 的 不 断 提高 ,对 客观 事物 规律 性 的 认识 在 不 断 深 入 ,这 
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种 纯粹 经 验 性 的 公式 正在 逐渐 减少 。 
4.3 A 定 理 


对 于 一 些 考 虑 因素 比较 简单 的 物理 问题 可 以 直接 用 量 纲 和 谐 
原理 建立 其 方程 式 。 例 如 ; 研究 一 
个 坝 顶 溢 流 的 问题 ,首先 要 确定 过 
级 水 流 的 流量 与 哪些 物理 量 有 关 ， 
通过 分 析 可 知 这 个 流量 Q 与 坝 的 
长 度 / 卉 上 水 涉 万 .重力 加 速度 & 
及 水 的 密度 p 有 关 , 如 图 4-1 所 示 。 
与 流量 Q 有 关 的 影响 因素 可 列 成 
如 下 捕 数 关系 式 : 


g= =/(H,g,p) 


图 4-1 过 坝 水 流 全 


式 中 :4 表示 坝 顶 单位 长 度 上 的 流量 , 常 称 单 宽 流 量 。 
将 上 式 写 为 指数 滋 积 形式 为 
站 
根据 量 纲 和 谐 原 理 求解 指数 , 即 
LT 下 -一 Lo (LT-2)e (ML) 


则 
| 2 一 4 十 ay 一 3a， 
T; 一 1=- 一 2c， 
M . 0 = 
求解 以 上 联 立 方程 式 , 得 3 个 指数 分 别 为 
一 六 一 Qs 一 0 


把 上 列 3 个 指数 值 代 人 单 宽 流 量 的 函数 关系 式 , 得 
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gqg=CHig!':=C VgHY=mvV gH? 
式 中 的 m 为 无 量 纲 系数 , 即 为 洲 流 卉 流量 系数 ,可 由 试验 求 得 。 

以 上 的 量 纲 分 析 方 法 称 为 瑞 利 (Lord Rayleigh) 法 。 当 所 分 
析 问 题 中 的 影响 因素 大 于 3 个 , 则 指数 多 于 由 指数 组 成 的 联 立 方 
程式 (3 个) 时 ,这 时 不 能 得 到 一 个 惟一 的 方程 式 , 因 此 还 需要 通过 
理论 分 析 和 试验 方法 寻求 物理 方程 式 。 在 量 网 分 析 方 法 中 更 为 普 
裔 应 用 的 是 定理 (x theorem ) 。 

如 果 一 个 物理 现象 可 由 nn 个 物理 量 组 成 量 纲 和 谐 的 方程 式 来 
表述 ,而 选 定 的 基本 量 纲 为 mx 个 ,上 述 寻 求 的 那个 物理 方程 式 可 
以 简化 为 由 上 = 二 nn 一 m 个 无 量 纲 量 所 组 成 的 方程 式 , 这 些 无 量 纲 量 
用 来 表示 。 

例如 : 在 一 个 物理 过 程 中 共有 n=5 个 物理 有 量 ,基本 量 纲 选 用 
LL,T.M 为 3 个 , 则 ==n 一 m= 二 5 一 3 二 2, 即 应 可 组 成 两 个 无 量 纲 量 
mr。 这 样 的 无 量 纲 量 应 该 是 互相 独立 的 ,也 就 是 说 ,在 上 个 无 
量 纲 量 中 ,没有 一 个 是 可 以 由 其 他 的 无 量 纲 量 导 出 的 。 而 是 个 
无 量 网 量 是 完全 的 , 指 不 包括 在 & 个 以 内 的 无 量 岗 量 都 可 以 由 这 
k 个 无 量 岗 量 导 出 。 

一 般 讽 来 ,用 天 定 理 建 立 物 理 方 程式 有 以 下 4 个 步骤 ; 

(1) 痛 先 根据 对 物理 过 程 的 深入 分 析 , 明 确 影响 物理 过 程 的 
个 物理 量 。 如 果 某 一 重要 的 物理 量 被 忽略 , 则 量 纲 分 析 会 失败 ,不 
会 得 到 正确 的 方程 式 。 对 于 流体 运动 而 言 , 这 些 影响 物理 过 程 的 
物理 量 包 括 : 流体 的 物理 特性 如 密度 .粘度 .重力 特性 (重力 加 速 
度 ) 等 :流体 运动 的 动力 学 和 运动 学 特征 如 作用 力 .速度 ,加 速度 
等 ,以 及 流体 运动 边界 的 几何 特性 。 在 这 些 物 理 量 中 既 有 变量 ,又 
有 第 量 均 须 考虑 在 内 。 

(2) 参考 表 4-1 列 出 各 物理 量 的 量 网 ,选择 其 中 m 个 作为 基 
本 量 纲 的 代表 ,在 流体 力学 中 六 一般 为 3。 这 3 个 物理 量 的 量 纲 
应 该 是 互相 独立 的 ,这 3 个 物理 量 不 能 组 合 为 一 个 无 量 纲 量 。 如 
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用 zi ,zz ys 表示 3 个 物理 量 ,其 量 纲 为 
| 
L% NI 
DTN 
这 三 个 物理 量 不 能 组 合 为 无 量 纲 量 7 的 条 件 是 
a 和 入 
oa» pe 力 
a pp 7 
如 果 式 (4-2) 的 行列 式 为 零 , 则 ri,zz,zs 三 个 物理 量 不 是 互相 独 
立 的 。 一 般 情 总 下 ,三 个 物理 量 可 以 选用 一 个 几何 学 量 .一 个 运动 
学 量 和 一 个 动力 学 量 (或 与 某 种 作用 力 相 关 的 物性 系数 )。 
(3) 对 三 个 基本 物理 量 以 外 的 物理 量 , 每 次 轮 取 一 个 ,连同 三 个 
基本 物理 量 组 合成 一 个 无 量 纲 量 x ,共有 可 瑟 出 nn 一 m 一 上 个 x 项 。 即 


b 
NT TX XT 


天 0 (4-2) 


Nl; Os 12 2 


Tn 
式 中 : a;,bi,c; 为 各 x 项 的 待定 指数 ,可 根据 量 纲 和 谐 原 理 定 出 ， 
使 x; 为 无 量 纲 量 ， 
(4) 与 出 和 由 不 个 无 量 纲 量 r 所 组 成 的 物理 方程 式 . 即 
下 (而 二 sR D0 
这 样 的 方程 式 就 是 在 “绝对 意义 ”上 描述 客观 物理 过 程 的 方程 式 ， 
它 不 受 单 位 制 的 影 啊 。 
下 面 以 流体 作用 于 淹没 物体 上 面 的 作用 力 F 为 例 , 应 用 7 定 
理 建立 其 物理 方程 式 。 在 这 一 物理 问题 中 ,有 影响 的 物理 量 是 : 
物体 的 长 度 虐 流体 运动 速度 V 流体 密度 p 和 流体 粘度 人 。 因 此 
物理 方程 式 可 写 为 
F=f(L,V,o.n) 
。 109 。 


对 于 任意 形状 的 淹没 物体 ,只 有 通过 试验 才能 得 到 明确 的 答案 。 
这 里 有 5 个 物理 量 下 ,L,V,p,p, 即 mn 二 5。 它 们 的 量 纲 分 别 为 

[FI=MLT™ 

[L]=L 

[Vj=LT™ 

LO 一 ML 一 

[4j=ML™ TT 
选择 L,T,M 为 基本 量 纲 , 则 在 5 个 物理 量 中 选取 3 个 基本 物理 
量 。 如 来 选择 L,V,p, 则 三 个 物理 量 的 量 纲 包含 了 L,T,M 三 个 
基本 量 纲 ,L 为 几何 学 量 ,V 为 运动 学 量 ,w 为 物性 系数 ,符合 前 述 
选择 基本 物理 量 的 要 求 。 现 检验 其 独立 性 、 


[LL]=LT*M° 

Vj=L TM 

[pj=L TM 
其 指数 行列 式 为 

1 0 0 

]】 一 1 0|== 一 1] 关 0 

—3 0 1] 
可 见 这 三 个 物理 量 在 量 纲 上 是 互相 独立 的 ,不 可 能 由 它们 组 成 无 
量 纲 量 r。 
另外 两 个 物理 量 可 分 别 与 它们 组 合成 为 无 量 纲 x 项 。 

即 

Ti 一 下 志 LV Oo6 

7 一 凡 2 VY pf 


由 量 网 和 谐 原 理 可 以 定 出 ai 一 一 2 和 一 一 2 一 一 ] 初 ca 三 一 ]， 
记 王 一 1,c 一 一 |。 于 是 
110 。 


FL “V0 2 一 (人 F 


一 1 ee 
Re -LV LV 


式 中 的 Cs 为 作用 力 系 数 ,为 一 无 量 纲 量 。 定义 Re 一 上 ， 


诺 数 ,所 以 x 代表 了 雷诺 数 Re。 有 了 两 个 x 后 ,可 以 写 出 描述 这 
一 物理 问题 的 方程 式 为 


C=g(Re) 
Cr 与 Re 的 关系 则 须 由 试验 确定 。 图 4-2 给 出 淹没 圆柱 体 及 球体 
上 的 流体 阻力 系数 与 Re 关系 曲线 。 图 中 作用 力 系数 Cr 以 阻力 
系数 Cp 表示 。 
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小 
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图 4-2 阻力 系数 与 Re 关系 曲线 册 


中 Massey B S. Mechanics of Fluids. 6ted, ,Van Nostrand Reinhold( lnternation- 
al) ,1989 
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阻力 _ 
本 圆柱 体 
FoV’Ld 


Cp 一 
阻力 D 球体 


FpV (Tra ) 


式 中 增加 了 一 个 二 ,以 使 公式 为 通用 形式 而 并 未 改变 Co 的 无 量 


纲 性 质 。Cr 中 的 二 ”表示 一 个 面积 ,一 般 均 及 用 迎 流 面积 , 即 从 上 
游 面向 物体 所 看 到 的 投影 面积 ,对 圆柱 体 为 柱 的 长 度 工 乘 以 柱 的 


直径 4 的 矩形 ,对 圆 球 体 则 为 了 wd? 的 圆 ,4 为 球体 直径 ， 


4.4 流动 相似 与 相似 理论 


试验 人 鲜 究 是 流 体力 学 人 研究 方法 中 重要 的 一 种 ,而 流体 运动 的 
实际 问题 在 工程 建造 实施 以 前 ,常常 需要 通过 比 原型 尺度 小 很 多 
的 模型 中 流动 情况 的 试验 研究 来 明确 其 合理 性 。 这 就 要 求 模 型 中 
演示 的 流体 运动 与 原型 流动 相似 。 如 何 才 能 做 到 模型 与 原型 的 相 
似 ,模型 试验 中 的 结果 如 何 推 论 到 原型 中 去 ,这 都 需要 用 相似 理论 
来 解决 。 

最 早 使 用 模型 相似 理论 进行 研究 的 当 属 伽利略 由 ,伽利略 用 
模型 相似 方法 研究 了 结构 强度 问题 。 在 水 流 运动 中 使 用 模型 相似 
方法 可 以 认为 1759 年 斯 密 顿 (Smeaton J. ) 在 研究 水 轮 时 就 开始 
了 。19 世纪 中 叶 弗 劳 德 (William Froude,1810 一 1879) 第 一 次 在 
船 池 (towing tank) 中 进行 了 船舱 模型 试验 。 


中 下 ouse H and Macagno E OQ. On the use of models in fluid research Proceeding 


of the 1* International Conference on Hemorheology. 1968 
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4.4.1 流动 相似 


物理 现象 ,包括 流体 运动 问题 的 相似 是 几何 相似 的 推广 。 例 

如 :两 个 三 角形 的 相似 是 指 各 对 应 线段 成 同一 比例 而 各 对 应 角 彼 
此 相等 ,把 这 种 几何 相似 的 概念 加 以 推广 ,两 个 物理 现象 中 的 时 间 
相似 即 表 示 在 这 两 个 物理 现象 中 各 相应 的 时 段 均 成 一 定 的 比例 关 
系 , 即 

Sd 

| [a Cs 
式 中 : 上 标 “” 和 “” 分 别 表示 为 两 个 时 间 相 似 的 流动 现象 ;4 则 表 
不 比例 和 常数。 又 如 速度 相似 是 指 两 个 流动 现象 中 ,各 对 应 点 在 对 
应 的 上 时刻 其 速度 大 小 互 成 比例 而 速度 的 方向 相同 ,如 图 4-3 所 示 ， 
在 两 个 相似 的 圆 管 流动 中 有 


图 4-3 流速 场 相 似 


力 的 作用 的 相似 是 表示 在 流动 中 .各 相应 点 处 各 种 不 同性 质 的 作 
用 力 均 需 按 一 定 的 比例 ,例如 : 


FY FY 

-er po 

FhF Fk; a 
A i 


pi _p: Pp: 


ee— rr PP 
Pe ge 是， 训 要 = 一 外 


站 


人 


此 外 还 有 两 个 相似 流动 中 ,流体 的 各 种 物性 的 相似 ,如 密度 相似 ， 
粘度 相似 等 ,它们 比例 关系 为 
p 6 
以 上 式 子 中 ,4 均 表 示 比 例 和 常数 , 通 肖 称 为 “ 比 尺 ”。 
总 之 ,在 两 个 流动 的 相应 点 上 所 有 表征 流动 状况 的 相应 物理 
量 者 维持 各 自 的 圈定 比例 关系 , 则 这 两 个 流动 就 是 相似 的 。 流 动 
中 的 各 种 物理 量 可 以 分 为 3 种 类 型 , 即 表 征 流 场 几 何 形 状 的 ,表征 
流动 状态 的 以 及 表征 流体 中 作用 力 的 物理 量 , 因 此 两 个 流动 相似 
必然 是 几何 相似 ,运动 相似 和 动力 相似 的 。 
1. 几何 相似 
几何 相似 是 指 两 个 流 场 的 几何 形状 相似 。 要 求 两 个 流 场 中 所 
有 相应 长 度 都 维持 一 定 的 比例 关系 ,相应 的 角度 均 相 等 。 其 长 度 
的 比例 关系 为 
71 
1 
式 中 :/ 代表 第 一 个 流动 中 的 某 一 部 分 的 长 度 ;7 代表 第 二 个 流动 
中 某 一 部 分 的 长 度 ;4 则 为 长 度 比 尺 (length scale) 。 
几何 相似 的 流动 中 ,相应 的 面积 A 和 体积 V 也 都 维持 一 定 的 
比例 关系 , 即 


=—A, (4-3) 


一 人 (4-4) 


一 人 (4-5) 


可 见 几 何 相 似 蚌 通过 长 度 比 尺 X 来 表示 的 ,只 要 在 两 个 流动 中 所 
有 长 度 均 维持 相同 的 长 度 比 尺 ,就 保证 了 两 个 流动 的 几何 相似 。 
2. 运动 相似 
运动 相似 是 指 两 个 流动 中 相应 空间 点 处 在 相应 时 刻 具 有 相似 
*。 14 。 


的 速度 和 加 速度 (网 拉 观 点 )。 或 者 从 拉 格 明日 的 观点 出 发 ,两 个 
流动 中 相应 的 流体 质点 在 相应 的 时 刻 进行 方向 相同 ,大 小 成 一 定 
比例 的 位 移 。 运 动 相似 的 要 求 

wi 人 

ee (4-6) 
式 中 . A, 为 速度 比 尺 (velocity scale) ;A 为 时 间 比 尺 (time scale)， 

由 式 (4-6) 可 见 运 动 相 似 只 是 增加 了 一 个 时 间 比 尺 。 加 速度 

比 信 24 为 


一 4, 二 一 ~ (4-7) 


3. 动力 相似 
动力 相似 是 指 作用 于 两 个 流 场 中 相应 点 处 的 各 种 作用 力 均 互 
相 平行 且 维 持 一 定 的 比例 关系 , 即 


一 一 4F ‘4-8) 


式 中 : hs 为 作用 力 比 尺 (force scale) 。 

上 述 三 种 相似 在 维持 两 个 流动 的 相似 中 其 实 并 不 处 于 同样 的 
地 位 。 流 体 的 运动 和 发 展 根本 的 原因 在 于 流体 中 的 作用 力 , 而 这 
些 作 用 力 往 往 是 由 流体 的 某 种 物性 所 导致 的 。 例 如 :由 于 流体 有 
质量 (可 以 用 密度 p 来 代表 ) ,在 地 心 引力 作用 下 而 有 重力 ;由 于 流 
体 有 粘性 而 导致 流动 中 的 内 摩擦 力 各 阻力。 因此 作用 力 的 相似 是 
具有 决定 意义 的 ,是 两 个 流动 相似 的 根本 方面 。 如 果 说 一 切 事物 
的 运动 和 发 展 , 内 因 是 依据 而 外 因 是 条 件 , 那 么 作用 力 的 相似 表示 
流体 运动 中 “内 因 ” 的 相似 。 而 两 个 流 场 的 几何 相似 恰恰 表明 “外 
因 ” 的 相似 , 即 流 体 在 各 种 力 的 作用 下 发 生 运动 和 变化 的 外 部 条 件 
(流体 运动 演变 的 “舞台 ”) 的 相似 。 当 然 这 个 “外 因 ” 的 相似 不 仅 需 
要 流 场 中 流动 边界 的 几何 相似 ,而 且 需 要 流 场 边界 上 的 流动 条 件 
的 相似 ,固体 边界 应 对 应 固体 边界 ,流体 边界 则 需要 边界 上 的 流 
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速 、 压 强 的 相似 等 等 。 而 运动 相似 则 是 流动 相似 的 结果 。 只 要 保 
证 了 作用 力 相 似 和 几何 相似 ,两 个 流动 就 会 有 相似 的 流速 分 布 、 加 
速度 分 布 和 压强 分 布 等 。 压 力 在 示 些 情况 下 可 以 作为 一 种 改变 流 
动 状态 的 力 存 在 ,如 茶 些 流动 边 寞 加 在 流体 上 的 压力 像 造 波 板 加 
在 流体 上 的 压力 。 这 时 压力 是 流体 发 生 运动 的 原因 ,压力 的 相似 
是 一 种 作用 为 的 相似 ,但 是 在 更 普遍 的 情况 下 奈 力 相似 是 流体 运 
动 相似 的 一 部 分 。 流速 场 .压强 场 都 是 在 相似 的 “内 因 ?” 和 "外 因 ” 
情况 下 产生 流体 运动 的 一 种 结果 。 因 为 压强 场 可 以 通过 伯 努 利 方 
程 从 流速 场 得 到 ，。 

只 有 在 动力 相似 和 几何 相似 的 条 件 下 才 会 得 到 运动 相似 ,而 
运动 相似 恰恰 反映 了 动力 和 几何 相似 的 结果 。 


4.4.2 相似 条 件 


上 市 中 已 经 措 出 ,两 个 相似 的 流动 现象 的 各 个 物理 量 在 相应 
点 和 相应 时 刻 均 各 目 互 成 比例 。 这 些 比 例 常数 并 不 是 可 以 任意 取 
定 的 ,也 就 是 说 对 于 每 一 种 物理 现象 ,因果 之 间 均 有 一 定 的 规律 
性 ,而 这 一 规律 性 在 数学 上 往往 可 由 一 组 微分 方程 式 表 述 。 因 此 
可 以 说 相似 的 流动 现象 必 由 同 样 的 数学 方程 式 所 描述 .“ 由 同样 
的 数学 方程 式 来 描述 ”是 流动 相似 的 必要 条 件 , 但 还 不 是 充分 条 
件 。 因 为 数学 方程 式 描述 的 是 流动 现象 的 共有 的 和 普遍 的 关系 、 
例如 : 流体 力学 中 最 基本 的 方程 式 , 即 连续 方程 (1-17) 和 纳 维 -斯 
托 克 斯 方程 (2-40) 既 描述 了 管道 中 的 流动 ,也 描述 了 明 槽 中 的 流 
动 , 它 所 拉 述 的 流动 在 任何 边界 条 件 下 都 是 可 能 的 ,因此 为 了 得 到 
某 一 具体 流动 问题 的 解答 ,也 就 是 这 些 普 遍 方 程式 的 特定 解 ,就 必 
须 在 基本 方程 组 以 外 规定 一 系列 的 单 值 条 件 , 从 而 才能 描述 某 一 
特定 的 流动 现象 。 

单 值 条 件 包 括 边界 条 件 .起 始 条 件 和 物性 条 件 。 
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1. 边界 条 件 

所 有 的 流动 都 发 生 在 具有 一 定 几 何 形状 的 空间 里 .而 这 一 空 
间 是 由 边界 条 件 所 规定 的 。 因 此 边界 条 件 应 是 单 值 条 件 。 相 似 的 
流动 部 发 生 在 边界 条 件 相似 的 空间 里 。 边 界 条 件 不 仅 包 括 了 边界 
的 几何 形状 及 尺寸 ,还 包括 边界 上 的 流动 条 件 。 例 如 边界 是 固体 
壁面 时 ,应 有 无 滑 移 条 件 及 无 穿 透 条 件 。 与 其 他 流体 接触 面 则 应 
规定 其 流动 条 件 ,包括 接触 面 上 流速 与 压强 的 分 布 , 有 时 还 需要 明 
确 接触 面 上 的 温度 及 某 些 物质 浓度 的 分 布 等 。 

2. 起 始 条 件 

任何 流动 现象 都 有 发 生 与 发 展 的 过 程 ,而 这 个 过 程 与 其 起 始 
条 件 密切 相关 。 起 始 条 件 指 的 是 在 所 研究 流动 起 始 时 刻 的 运动 状 
态 ,例如 流速 .温度 .压强 .浓度 等 在 整个 流 场 内 的 分 布 情况 。 不 同 
的 起 始 条 件 规定 着 流动 的 发 展 情况 不 同 ,所 以 它 同样 是 单 值 条 件 ， 
在 恒定 流动 中 由 于 一 切 流动 现象 都 不 随时 间 改 变 , 因 此 不 存在 起 
始 条 件 。 

3. 物性 条 件 

各 种 流动 现象 都 是 由 具有 一 定 物 理性 质 的 介质 来 参与 的 。 不 
同 物 性 的 流动 介质 会 演示 出 不 同 的 流动 现象 ,因此 物性 条 件 是 单 
值 条 件 之 一 。 物 性 条 件 包括 流动 介质 的 密度 o、 粘 度 w&、 压 缩 性 等 。 

上 市 中 已 说 明 压 强 是 可 以 通过 伯 努 利 方程 由 流速 场 得 到 的 ， 
因此 在 单 值 条 件 中 它 不 是 独立 的 ， 

相似 现象 由 同一 组 数学 方程 式 所 描述 ,这 些 方程 式 应 是 量 纲 
和 和 谐 的 ,不 随 选 取 的 单位 制 而 改变 。 根 据 描述 运动 的 方程 式 可 以 
找到 不 同 相 似 比 例 常数 之 间 的 关系 。 在 机 械 力 学 中 描述 力 与 运动 
之 间 关 系 的 基本 方程 式 是 牛顿 第 二 定律 。 即 


下 一 7 一 一 (a) 


设 有 两 个 物体 其 质量 分 别 为 m 和 mm ,分 别 在 外 力 F 及 FF 的 作用 
* 1]j7 。 


下 发 生 互 相 相 似 的 运动 。 一 物体 的 速度 为 v 而 另 一 物体 的 速度 为 
v 。 在 一 物体 的 运动 中 时 间 为 :而 另 一 物体 运动 中 时 间 为 : 。 按 
牛顿 第 二 定律 两 物体 的 力 与 运动 的 关系 式 分 别 为 


F” mo (0) 
因 两 运动 相似 ,相应 物理 量 各 成 比例 , 即 
=A Cd) 
rr 
人 (€) 
nt 
yy 
了 一 4 ({) 
dd 
将 这 些 关 系 式 代 入 式 (c) 中 ,得 
NF md 
F vm 和 dz/ 
或 
ArFA， ,dp 
A dr ") 
把 式 (h) 与 式 (b) 对 比 , 可 得 
A | 
iA (1) 


上 式 表明 在 相似 现象 中 各 种 物理 量 比 例 常数 之 间 应 遵循 的 一 定 关 
系 式 , 其 值 为 1. 称 为 相似 指标 。 把 两 个 运动 的 比例 关系 即 式 (d)、 
(e) (f(g) 代 入 0) 式 , 则 


* 118 。 


于 是 加 和 但 


F” J Fy 
pe i -££ 
niv 
或 
Fr . 
——— 二 1dem (4-9) 
mv 


一 称 为 物体 运动 的 相似 准 数 (similarity parameter) ,在 两 个 相似 


运动 中 相似 准 数 为 同 量 (idem), 即 其 数值 相等 。 为 纪念 牛顿 , 二 
称 为 牛顿 数 (Newton number) ,以 Ne 表示。 
由 于 


所 以 


从 而 得 到 牛顿 数 的 另 一 更 为 通用 的 表示 形式 , 即 


Re (4-10) 
pl“v 

式 中 : /为 某 长 度 的 尺度 ;下 为 作用 力 ;pl*Y* 表示 物体 的 惯性 力 , 惯 
性 力 是 维持 物体 原 有 运动 状态 的 。 


流体 运动 的 变化 与 发 展 就 是 各 种 物理 作用 力 为 一 方 与 惯性 力 
为 另 一 方 的 相互 作用 的 结果 。 和 牛顿 数 的 分 母 写 为 CCv 的 形式 表 
示 单 位 时 间 内 的 动量 变化 率 。 牛 顿 数 在 两 个 相似 的 运动 中 辐 量 既 
表示 两 个 运动 的 动力 相似 ,也 表示 在 两 个 运动 中 力 与 运动 , 即 运动 
的 “ 因 ” 与 “ 果 ” 的 关系 遵从 同一 方程 式 。 
综 上 所 述 ,要 使 两 个 流动 相似 ,其 条 件 如 下 : 
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(1) 两 个 流动 应 属 同 一 类 现象 ,并 被 同一 组 数学 方程 式 所 摘 
述 。 由 数学 方程 式 导 出 的 相似 准 数 同 量 。 

(2) 两 个 流动 的 单 值 条 件 相 似 。 由 单 值 条 件 中 有 关 物 理 量 组 
成 的 相似 准 数 同 量 。 

这 就 是 相似 理论 的 主要 内 容 , 它 是 由 基 尔 比 契 夫 在 1953 年 提 
出 的 风 。 符 全 这 样 条 件 的 两 个 流动 为 相似 流动 ,其 中 各 个 物理 量 
均 有 一 定 的 比例 关系 。 相 似 条 件 (1) 中 强调 了 同一 类 现象 ,这 吓 因 
为 月 然 界 中 由 相同 的 方程 式 所 表述 的 并 不 一 定 是 同一 类 物理 现 
象 。 例 如 : 势 流 流 动 中 ,流速 势 2 满足 拉 普 拉 斯 方程 (1-60), 即 

22929+992-0 (1-60) 


Dr Dr Ox 
而 导体 中 的 电势 场 也 同样 由 拉 普 拉 斯 方程 来 描述 , 即 
oFE oF oF 


Ox’ Ox; OTs 


0 


式 中 的 王 为 电位 势 。 势 流 和 电流 是 完全 不 同 的 物理 现象 ,流速 势 9 
也 不 可 能 与 电位 势 到 有 任何 比例 关系 , 谈 不 到 相似 。 但 是 有 时 在 流 
体力 学 研究 中 也 利用 电势 场 这 一 特性 ,通过 电势 场 的 试验 以 求解 决 
流体 的 势 流 运动 问题 ,这 种 方法 称 为 “比拟 ”(analogy)。 因 此 比拟 是 
指 寞 类 现象 的 相似 ,而 一 般 的 模型 试验 则 是 同类 现象 的 相似 。 

从 数学 角度 考虑 ,相似 条 件 中 ,数学 方程 相同 与 单 值 条 件 相 似 
已 经 保证 了 两 个 流动 的 相似 。 相 似 准 数 在 两 个 流动 中 同 量 是 实现 
上 述 相 似 条 件 的 具体 途径 。 由 相似 准 数 导出 的 各 种 物理 量 比 尺 之 
间 的 关系 是 模型 试验 中 保证 流动 相似 的 准则 。 进 行 模 型 试验 时 ， 
选 定 几 何 比 尺 ,保证 单 值 条 件 一 -起 始 条 件 、 边 界 条 件 、 物 性 条 件 
的 相似 ;按照 相似 准则 中 其 他 比 尺 与 几何 比 尺 的 关系 设计 模型 , 即 


DD Knpnuzes M .B. Leoprns Ilono6nsg ,1953 
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可 保证 模型 中 流动 与 原型 的 相似 。 


4.5 相似 理论 的 应 用 


4.5.1 流体 运动 中 的 相似 准 数 


在 明确 了 什么 是 “相似 "和 怎样 才能 保证 “相似 ", 即 相似 条 件 
后 ,本 节 将 应 用 相似 理论 研究 流体 运动 的 问题 。 流 体 运动 相似 的 
研究 是 从 流体 力学 的 基本 方程 连续 方程 (1-17) 和 纳 维 斯 托 克 其 
方程 (2-40) 出 发 , 即 


Ou du du 


WN 元 0 (T=17) 
du l 
0 下 二 太一 VD 十 YE (2-40) 
把 式 (2-40) 与 为 分 量 形式 为 
dul du Ou du 
[bn Se | 
,9p Ou: Ou Ou ] 
= ee FE me 0 


Ou du ou du, 
re ed 
1 2 


ot or jr es 
ee AE Ea a (4-11]1) 
ce 2 人 AOx’ Dr Dx? 
du d us du du ) 
| ot BB AX Tu drs Or 


dp A 于 : a” 以 3 0 rt 3 
Va | 


4 0 XT3 


现 有 两 个 相似 流动 ,上 式 对 两 个 流动 都 适用 。 设 两 个 相似 流动 的 


比例 常数 , 即 各 种 比 玉 为 
121 。 


[2 ut ut 了 1) 
| UW Us T 
压强 比 尺 : = 
po 
密度 比 尺 . hv 一 了 
粘度 比 太 : = (4_12) 
fr fz fs 
质量 力 比 尺 : 和 y 一 二 一 二 一 二 
fi f: fs 
r 7 / yy 
长 度 比 矿 : 1 一 二 一 一 一 于 一 一 
/ 1 {2 Ts 
时 间 比 尺 : 六 一 二 


对 于 第 一 个 流动 (右上 角 以 表示 ), 式 (1-17) 及 式 (2-40) 写 为 


严 严 严 
du) Ou, ou3 


十 一 -一 0 (a) 
di di gd Ts 
(2 
ul] u u 
0 1 元 2 z jx 
加 f 3a0 | 1 日 二 了 oa” Ul (b) 
(1 x’ 上 元 六 ? 2 9 各) 
对 于 第 二 个 流动 (右上 角 以 表示 ), 式 (1-17) 与 式 (2-40) 写 为 
Ou gr dus 
/ 7 本 了 了 一 人 Cc) 
dX dx, 9 x 
yf (2 + 二 
ar Oxz dX 
\ du Ou Gu 
1 A 2 di l ] ! 
_ ; 一 六 十 一 一 d 
Pf1— 9x Th [; | 了 ‘0) 


由 前 述 的 比 矿 关系, 第 二 个 流动 的 方程 式 可 进一步 改写 为 
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了 
| 一 | Ce 


A, \9r, oz dT 3 
AA, ,ou AAA | 0 Om | ly 
i ee 
Db ANA, /Ou Ou Ou 
一 人， 下 人 | ; 六 (f) 
Ze A, Ox A A oar dr ; a 
由 式 (e) 与 式 (a) 相 比较 ,可 知 


守 可 以 取 任意 数值 ,不 受 任何 限制 .也 就 是 说 连续 方程 并 未 对 


提出 任何 要 求 。 


i 


MA A 4 
i i Cl 


由 2. 4 节 已 知 f=VG。 当 质量 力 只 有 重力 ,x; 为 铅 垂 各 上 的 坐标 
为 正 , 则 力 势 函数 G= 二 一 gx3, 于 是 了 一 VG 一 一 8 VZa 一 一 Se3， 


让 =0,f;= 二 0,f3 二 一 g。 从 而 4/ 二 A。 以 所 
二 A A (4-14) 
式 (4-14) 为 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 到 的 两 个 相似 流动 的 各 种 相 
似 比 尺 之 间 的 关系 ,其 值 为 相似 指标 。 由 式 (4-14) 可 见 这 种 相似 
指标 共有 4 个 ,这 4 个 相似 指标 说 明 两 个 相似 的 流动 可 用 同一 物 
理 方 程式 表述 的 条 件 。4 个 相似 指标 共 包 含 了 7 个 相似 比 矿 ,7 个 
相似 比 尺 中 有 3 个 相似 比 尺 是 可 以 任 选 的 ,而 其 余 的 4 个 相似 比 
尺 必须 由 这 4 个 相似 指标 得 出 。 

将 式 (4-12) 的 比例 关系 代入 式 (4-14) 的 相似 指标 中 , 即 吕 得 
到 两 个 运动 的 相似 准 数 , 印 
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7 1 1 
1 7 二 | 或 nN 站 或 -一 一 Idem (4-15) 
1 tu t u i 
tf 
gr 全 
Ee 六 
2 一 ] 
/2 
gL’ ] 
或 2 一 2 ， 或 下 =idem (4-16) 
1 nu u 
p 
a | 或 = 1: /9 或 Pp -一 Idem (4-17) 
0 u 
/ 
0 
A 
A _) 
0” a rr 
0 1 1 
Ed / 
H H LH . 
7 二 或 一 二 1dem (4-18) 
或 pu ou'l 或 out 


在 以 上 四 个 相似 准 数 中 , 式 (4-15) 所 表示 的 相似 准 数 习 惯 上 党 党 
写成 , 称 为 斯 特 劳 哈 尔 数 (Strouhal number) 。 式 中 的 v 为 相应 


的 流体 运动 中 特征 断面 的 断面 平均 流速 。 用 Si 代表 斯 特 劳 哈 尔 
数 , 则 


St 一 二 一 idem (4-19) 
它 是 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 迁移 加 速度 项 pu 5 些 除 当地 加 速度 


项 p 4 而 得 到 的 ,所 以 斯 特 劳 哈 尔 数 是 当地 非 恒定 性 惯性 作用 与 


迁移 惯性 作用 之 比 。 在 得 定 流动 中 Si 不 存在 。 如 果 考 虑 具有 频 
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率 (frequency) 了 的 流动 ; 则 Si 数 还 可 表示 为 
Oe (4-19°) 
Ci 


非 恒 定 流动 有 两 种 情况 : 一 种 情况 下 St 是 相似 准 数 ,例如 ， 
管道 阀门 的 开启 过 程 中 ,管道 中 为 非 恒定 流动 ,阀门 开启 对 管道 水 
流 是 一 种 边界 条 件 ,是 使 流动 相似 的 必要 条 件 ; 另 一 种 情况 则 Si 
不 是 “定性 准 数 "而 是 一 种 “待定 准 数 ”, 例 如 ,圆柱 体 尾 流 中 形成 的 
旋涡 ,是 一 种 非 恒 定 现象 ,但 这 个 非 恒定 性 是 流体 运动 的 “结果 ”， 
而 不 是 造成 非 恒定 流动 的 “原因 ”, 这 种 相似 准 数 是 流动 相似 的 结 
果 的 一 种 表示 方法 。 

式 (4-16) 所 表示 的 相似 准 数 习惯 上 常常 写 为 号 或 一 一， 你 为 


Vel 
弗 劳 德 数 (Froude number) ,以 Fr 表示 , 即 
Fr 一 一 一 一 idem (4-20) 


vgl 
它 是 由 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 重力 作用 项 除 以 迁移 惯性 项 得 到 
的 。 下 面 从 力 的 角度 分 析 Fr 的 意义 ,重力 可 用 pg 代表 ,而 惯性 


力 以 maccols1/fccpl?w 表示 ,所 以 重力 与 惯性 力 之 比 为 多 a 


经 ,也 就 是 牛顿 数 中 下 以 重力 表示 所 得 的 结果 ,可 见 弗 劳 德 数 表 


不 惯性 力 与 重力 之 比 ，。 
式 (4-17) 有 所 表示 的 相似 准 数 为 殉 拉 数 (Euler number) ,Dl En 
表示 , 即 


en (421> 
pv 
趟 中 的 压强 常用 压强 差 表 示 。 若 牛顿 数 中 的 下 用 奈 强 差 Ap 乘 以 


ce F < 要 
作用 面积 1? 来 表示 , 则 Ne= -一 -= 人 -= 人 -Euw ,可 见 欧 拉 数 
OO pv 


2 


就 是 表示 压力 与 惯性 力 之 比 。 正 像 在 4.4.1 市 中 所 讨论 的 压力 对 
流体 运动 而 言 ,在 某 些 情形 下 可 以 是 作为 一 种 改变 流体 运动 状态 
的 作用 力 ,这 时 欧 拉 数 像 弗 芳 德 数 一 样 是 一 种 相似 准 数 , 它 是 流动 
相似 的 条 件 。 而 在 某 些 情况 下 压强 是 由 但 努 利 方程 通过 已 知 流速 
场 导 出 的 ,这 时 人 它 是 运动 的 “结果 ”, 欧 拉 数 虽然 还 称 之 为 相似 准 
数 , 但 它 已 不 是 流动 相似 的 条 件 而 是 流动 相似 的 结果 。 可 见 相似 
准 数 可 以 分 为 两 类 : 前 者 称 为 “定性 准 数 ”; 后 者 称 为 “待定 准 数 ”。 
两 个 流动 相似 的 条 件 中 要 求 相 似 准 数 相 等 是 要 求 “ 定 性 准 数 ” 的 
相等 。 


式 (4-18) 所 表示 的 相似 准 数 习 惯 上 常 写 为 把 - , 称 为 雷诺 数 ， 

以 Re 表示 , 即 
Re= fe = =idem (4-22) 
是 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 表示 粘性 力 的 项 与 表示 迁移 惯性 的 项 


二 者 的 比例 得 出 。 也 可 从 牛顿 数 中 导出 , 令 F==y Ap 了 


F l 、 
则 Ne ry A 二 = 到 可见 需 诺 数 表示 惯性 力 与 粘性 力 


之 比 。 雷 详 数 可 以 衡量 流体 运动 中 粘性 力 的 作用 。 雷 诺 数 小 表示 
粘性 力作 用 大 ;雷诺 数 大 则 表示 粘性 力 的 作用 小 。 在 粘性 流体 力 
学 中 可 以 深入 地 了 解 到 当 雷 诺 数 不 同时 ,流动 可 以 根据 雷诺 数 而 
分 成 两 种 型 态 , 即 层 流 (laminar flow) 与 京 流 (turbulent flow) 。 
这 两 种 不 同 的 流动 型 态 ,其 流动 规律 有 很 多 不 同 。 

际 上 述 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 新 导出 的 四 个 相似 准 数 St 、Fr、 
Eu、Ke 以 外 ,有 些 流体 中 的 作用 力 并 未 包含 在 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 中 ,可 以 通过 牛顿 数 同 量 的 关系 导出 其 相应 的 相似 准 数 。 

d 


首先 考虑 弹性 力 ,弹性 力 可 由 EL* 所 表示 ,在 式 (0-7)E 一 - 紧 


S| 
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中 ,因此 为 流体 的 体积 弹性 模 量 从 而 可 得 表示 人 惯性 力 与 弹性 力 
之 比 的 柯 西 数 (Cauchy number)Ca , 即 


Ca 一 全 下 一 -全 一 idem (4-23) 


柯 西 数 只 是 在 研究 流体 压缩 性 起 主要 作用 的 流动 过 程 中 才 有 
作用 ,如 液体 流动 中 的 水 击 (water hammer) 现 象 。 声 音 在 液体 中 
的 传播 速度 a 由 式 (0-11) 给 出 (液体 中 7Y=1), 即 


站 人 (4-24) 
No 


将 式 (4-24) 代 入 式 (4-23) 得 Co 一气 一 M? , 柯 西数 Ca 为 马赫 数 M 


的 平方 。 在 空气 动力 学 中 当 流 速 接近 或 超过 音速 时 马赫 数 为 一 个 
相似 准 数 。 

对 于 表面 张力 ,由 于 它 可 以 用 oi 表示 ,o 为 表面 张力 系数 。 代 
表 水 流 中 惯性 力 与 表面 张力 之 比 的 韦伯 数 (Weber number) 
We ,项 


Si 2 
We = Ce = =idem (4-25) 


4. 5.2 模型 相似 准则 


在 明确 了 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 推导 出 的 各 种 相似 准 数 及 其 
物理 意义 后 ,本 市 中 将 研究 如 何 利 用 这 些 相 似 准 数 进行 模型 试验 
的 设计 。 

在 很 多 工程 领域 ,在 试验 室 中 往往 采用 缩小 了 的 (有 的 情况 下 
是 放大 的 ) 模 型 来 研究 原型 的 流动 问题 ,这 时 首先 要 保证 模型 流动 
与 原型 流动 的 相似 。 

在 进行 模型 试验 设计 时 ,首先 要 保证 几何 相似 , 即 要 求 模型 
(model) 和 原型 (prototype) 的 几何 形状 相似 ,一 切 长 度 均 成 固定 
的 比例 关系 , 即 选 定 几 何 比 尺 (Ls/ls)。 选 定 几 何 比 尺 在 模型 设 
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计 中 十 分 重要 ,4 过 大 ,模型 过 小 ,可 能 使 得 某 些 流动 现 人 得 难以 相 
似 .2 过 小 ,模型 过 大 则 不 经 济 , 有 了 时 也 为 实验 室 条 件 所 不 允许 。 
当然 模型 中 的 边界 流动 条 件 应 保证 与 原型 相似 。 原 型 中 的 固体 壁 
面 在 模型 中 也 要 求 为 固体 壁面 ,原型 中 为 流动 边界 则 模型 中 也 应 
为 流动 边界 等 。 

模型 设计 中 为 一 重要 问题 则 是 选 定 相似 准 数 ,根据 相似 准 数 
的 要 求 明 确 各 种 比 尺 之 间 的 关系 。 选 定 相 似 准 数 要 分 析 流 动 现象 
中 哪 一 种 作用 力 起 主要 作用 。 下 面 将 会 看 到 如 果 不 能 挑选 出 一 种 
主要 作用 力 而 要 考虑 两 种 作用 力 , 则 往往 会 造成 由 于 两 个 相似 准 
数 所 要 求 的 各 种 比 矿 之 间 的 关系 不 一 致 而 造成 难以 克服 的 困难 。 
下 面 分 别 给 出 按 不 同 作 用 力 的 相似 准 数 设计 模型 的 准则 。 

1. 重力 相似 准则 

重力 征 流体 运动 中 一 个 主要 的 作用 力 , 但 在 某 些 情况 中 ,例如 
管道 流动 中 重力 的 作用 表现 为 管道 中 流体 的 压强 。 这 时 重力 相似 
准 效 一 一 弗 劳 德 数 将 不 是 模型 设计 中 的 主要 指数 。 凡 是 具有 月 由 
水 面 ,而 且 旦 由 水 面 可 以 变动 或 波动 的 各 种 流动 ,如 明 覃 流动 , 波 
浪 , 各 种 明 流 水 工 建筑 物 上 的 流动 都 是 重力 起 主要 作用 的 流动 ,这 
时 了 要求 模型 和 原型 中 弗 劳 德 数 Fr 相同 , 即 为 重力 相似 准则 ,也 称 
为 弗 务 德 相似 准则 。 即 

Fr,= Fr, (4-26) 
式 中 : 下 标 m 表示 模型 流动 ,下 标 p 表示 原型 流动 。 从 而 要 求 保 
证 对 满足 各 种 比 尺 之 间 的 关系 , 即 
A, 
7 

由 于 一 般 情 况 下 原型 与 模型 流动 都 是 在 地 面 上 发 生 的 ,重力 加 速 
度 相 同 ,4. 王 1, 所 以 


A, 二 A (4-27) 
式 (4-27) 为 重力 相似 中 对 流速 比 尺 的 要 求 。 选 定 后 ,4 也 就 确 
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hz| 一 


定 了 ,不 能 任意 选择 ,以 你 证 重力 相似 。 同 时 流量 比 八 为 


Mo 一 和 AA 一 1 三 一 和 (4-28) 
时 间 比 太 为 
A A 1 
A (4-29) 
A2 


根据 Xo 可 以 确定 在 模型 中 放水 的 流量 。 
2. 粘性 力 相似 准则 
在 管道 、 了 隧洞 中 的 水 流 , 无 限 域 粘性 流体 中 物体 的 运动 等 情况 
下 ,流动 中 主要 作用 力 为 粘性 力 ,这 时 要 求 模型 和 原型 中 的 雷诺 数 
Re 相间 , 即 为 粘性 力 相 似 准 则 ,也 称 为 雷诺 相似 准则 , 即 
Ren = Re, (4-30) 
雷诺 相 似 准则 要 求 各 种 比 尺 之 间 有 下 述 关 系 ， 
i 
A 


如 末 原 型 和 模型 中 都 是 同一 种 流体 ,如 水 ,而 且 水 温 也 相同 , 则 
Hm ~ Hp ‘二 1 ;Pm 二 Po ,A 二 1, 于 厦 


] 


流速 比 尺 为 
A (4-31) 

流量 比 尺 为 
人 (4-32) 

时 间 比 尺 为 
是 (4-33) 


A 
用 同样 的 方法 ,可 以 推 时 出 弹性 力 ( 柯 西 ) 相 似 准则 、 表 面 张力 ( 韦 
伯 ) 相 似 准则 、 非 恒定 惯性 力 ( 斯 特 劳 哈 尔 ) 相 似 准则 、 压 力 ( 欧 拉 ) 
相似 准则 等 各 种 相似 准则 中 对 各 种 比 尺 之 间 关 系 的 要 求 , 由 于 这 
几 个 准则 的 应 用 不 如 上 述 两 种 情况 普遍 ,因此 留待 读者 需要 时 自 
行 推 导 。 当 流动 中 两 种 作用 力 都 具有 重要 作用 而 不 能 忽略 时 , 问 
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题 会 变 得 很 复杂 ,要 根据 具体 流动 进行 分 析 。 同 时 满足 两 种 相似 
准则 的 要 求 往往 是 很 困难 的 ,例如 : 满足 重力 相似 准则 时 要 求 

A, 一 和 (4-27) 
满足 粘性 力 相 似 准则 时 要 求 

A =A7 
二 者 不 可 能 同时 满足 ,除非 ,==1 或 者 入 /和 二 习 。 而 ==1 表示 
模型 与 原型 完全 相等 ,失去 了 模型 试验 的 意义 。 如 果 在 模型 中 采 
用 与 原型 中 不 同 的 流体 , 则 当 Fr 数 和 Re 数 在 模型 与 原型 中 均 为 
同 量 时 得 到 的 相似 指标 的 关系 为 
1， 和 AAA， 


Hu 


—— 


4, 二 1, 因 为 至 少 在 目前 还 难以 到 别 的 星球 去 做 试验 。 则 

A /No =A =A VA =A (4-28) 
如 果 能 找到 一 种 流体 ,在 模型 中 的 运动 粘性 系数 v 与 原型 中 流体 
的 运动 粘性 系数 v 的 比值 为 时 , 即 


和 (4-29) 
则 可 以 保证 Fr 相似 准则 和 Re 相似 准则 同时 得 到 满足 。 不 过 这 
个 要 求 在 实用 上 也 是 难以 做 到 的 。 


对 于 茶 些 流动 ,如 明 权 或 河流 中 的 流动 ,由 于 有 具有 上 自由 水 面 ， 
重力 是 必须 考虑 的 因素 ,因而 相似 流动 必须 满足 Fr 相似 准则 的 
要 求 。 又 由 于 在 河流 或 明 槽 中 由 水 流 粘 性 而 产生 的 阻力 在 一 个 较 
长 距离 上 其 作用 不 容 忽视 ,因此 息 诺 数 同 量 的 要 求 也 需 满 足 。 但 
古 华 而 在 阻力 随 Re 数 而 变化 的 规律 中 , 当 Re 数 超过 某 一 临界 数 
值 后 ,阻力 不 再 与 Re 数 有 关 而 只 决定 于 壁面 的 粗 糖度。 阻力 的 
这 一 规律 使 我 们 对 于 在 实际 工程 中 极 具 重要 意义 的 明 模 水 流 的 模 
型 试验 绝境 办 生 , 得 到 广泛 的 应 用 。 这 时 使 模型 水 流 与 原型 相似 ， 
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只 要 做 到 : 
(1) 几何 与 边界 条 件 的 相似 ,包括 壁面 粗糙 相似 ; 
(2) Fr 相似 准则 的 要 求 得 到 满足 ; 
(3) Re 数 在 原型 和 模型 中 均 大 于 临界 数值 。 

明 权 流动 阻力 相似 准则 将 在 第 九 章 中 详 述 。 
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在 第 一 章 中 已 经 说 明 流 体 运动 中 流体 微 团 由 于 其 中 各 个 流体 
质点 之 间 的 速度 差别 ,它们 在 流动 过 程 中 不 仅 有 平移 运动 还 存在 
流体 微 团 的 变形 和 旋转 。 流 体 微 团 不 存在 绕 其 自身 任何 轴线 的 旋 
转运 动 时 ,这 种 流动 为 有 势 流动 。 反 之 , 当 流 体 微 团 共有 旋转 的 流 
动 为 有 涡流 动 或 称 有 旋 流动 。 有 势 流 动 和 有 涡流 动 二 者 在 运动 学 
土 有 本 质 的 差别 ,因此 处 理 的 方法 也 通 和 并 。 

本 章 首 先 讨 论 有 涡流 动 的 基本 和 定理 和 方程 , 效 人 分 析 在 诞 澳 
的 产生 发展 和 消亡 过 程 中 流体 的 粘性 \ 上 压强 特 性 ( 正 压 或 笠 压 流 
体 ) 和 质量 力 是 否 有 势 这 三 项 重要 因素 的 作用 。 并 讨论 流 场 中 各 
种 形状 的 涡 所 诱导 的 流速 场 。 


5.1] 有 涡流 动 


在 1.7 节 中 已 经 根据 流 场 中 流体 微 团 有 无 旋转 将 流动 分 为 有 

势 流 动 和 有 涡流 动 。 应 该 注意 的 是 流体 微 团 的 旋转 和 能 由 肉眼 观 

察 到 的 宏观 上 流体 的 旋转 运动 并 不 相同 。 宏 观 上 旋转 的 流动 只 需 

要 流体 微 团 绕 一 公共 的 旋转 轴 转 动 , 而 流体 微 团 本 号 并 不 一 定 旋 

转 , 因 此 这 种 宏观 上 旋转 的 流动 并 不 一 定 是 有 涡流 动 。 例 如 ; 水 

桶 中 的 水 从 桶 底 中 心 小 孔 处 流出 时 , 桶 中 的 水 体 和 常常 以 通过 筷 口 
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的 铝 垂 轴 为 中 心 而 作 近似 圆周 运动 ,这 时 水 体 中 各 点 的 流速 与 该 
点 处 圆周 半径 成 反比 jul == 卫 , 且 与 圆周 相 切 ,k 为 比例 常数 .如 图 


0) 0 本 
5-1(a) 所 示 。 此 时 的 涡 量 0 二 人 一 人 二 0, 可 见 此 流动 为 有 热 


dri OT 
流动 ,流体 微 团 并 没有 转动 。 另 有 一 盛 水 圆 桶 , 圆 棚 绕 本 身 的 铅 牌 
轴 作 等 角 速 旋转 ,此 时 桶 内 各 点 流速 与 该 处 半径 成 正比 |u|==kr， 
-种 一 名 一 At0， 可 见 这 种 流动 是 有 涡流 动 , 在 一 个 圆周 
轨迹 上 ,流体 微 团 随 流 动 转动 的 过 程 中 本 身 也 在 旋转 .如 图 5-] 
(b) 所 示 。 图 5-1C(a) 所 示 的 流动 一 般 称 为 自由 涡 或 势 涡 ; 图 5-1 
(b) 所 示 的 流动 称 为 强迫 涡 。 反 观 一 个 简单 的 剪 切 流动 ,例如 ，, 两 
平行 平板 之 间 的 流动 ,上 面 平 板 以 U 作 直 线 等 速 运动 而 下 面 平板 
固定 不 动 , 如 图 5-2(a) 所 示 。 由 于 流体 的 粘性 形成 流速 的 分 布 如 


RE 
dT ox, 


然 流 体质 点 均 作 沿 x 轴 方 向 的 直线 运动 ,从 宏观 上 看 不 出 流动 有 


(23 


图 5-2(a) ,a 一 kt; ,U2 一 人 其 涡 量 《23 eas 


iH 
P(X1X2) 


(a) 自 由 满 (b) 强迫 涡 


图 5-1 自由 油 与 强迫 洞 
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旋转 的 情形 ,但 在 流体 运动 过 程 中 每 一 个 流体 微 团 却 都 在 绕 其 自 
身 的 某 个 轴 作 旋转 运动 ,如 图 5-2(b) 所 示 。 


(b) 


图 5-2 前 切 流 动 


流体 微 团 之 所 以 有 旋转 运动 ,主要 原因 是 切 应 力 的 存在 , 切 应 
力 则 源 于 流体 的 粘性 与 流速 的 不 均匀 分 布 , 即 流速 梯度 的 存在 。 
例如 : 固体 壁面 附近 的 粘性 流动 ,由 于 流体 的 粘性 而 在 固体 壁面 
存在 无 滑 移 条 件 ,流体 质点 粘 附 于 固体 壁面 随同 壁面 共同 运动 ,从 
而 在 流 场 内 部 形成 流速 梯度 ,经 过 壁面 附近 一 定 厚 度 的 流体 层 后 ， 
流体 质点 的 速度 才 会 与 未 受 固体 干扰 的 流 场 速度 一 致 ,这 一 个 厚 
度 的 流体 就 是 边界 层 。 边 界 层 中 的 流体 运动 总 是 存在 流速 梯度 ， 
因而 边界 夺 内 的 流 场 总 是 有 涡流 动 。 由 此 可 见 : 固体 壁面 是 产生 
旋涡 的 源 果 。 和 雷诺 数 的 加 大 可 以 使 边界 层 变 薄 , 但 是 无 论 如 何 , 在 
烙 性 流动 的 固体 壁面 附近 ,边界 层 不 会 消失 。 边 界 层 以 外 的 流动 
受 固体 边界 的 影响 接近 消失 ,如果 原来 是 无 涡流 动 , 则 保持 为 无 涡 
流动 ,也 就 是 有 努 流动 ,可 以 用 第 6 章 中 的 势 流 解法 求解 。 

在 理想 流体 的 运动 中 不 存在 切 应 力 , 只 有 垂直 于 作用 面 的 法 
器 庄 应 力 , 对 于 一 个 球形 的 流体 微 团 来 说 ,所 有 正 压 力 均 通过 球 心 
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而 不 会 引起 流体 微 团 的 旋转 。 因 此 在 理想 流动 中 旋涡 不 会 产生 也 
不 会 消失 。 原 来 有 涡 的 流动 将 保持 有 渔 ,原来 无 涡 的 流动 将 保持 
无 涡 。 理 想 流动 可 以 是 有 势 流 动 ,也 可 以 是 有 涡流 动 。 具 有 粘性 
作用 的 实际 流体 的 运动 多 是 有 涡流 动 , 但 在 某 些 情况 下 ,如 大 雷诺 
数 情况 下 固体 壁面 附近 边界 层 流动 外 面 的 流动 可 考虑 按 有 热流 动 
来 处 理 。 以 后 会 看 到 有 和 势 流动 由 于 流速 势 的 存在 而 使 流动 问题 的 
解决 大 大 简化 。 下 面 5.5 节 中 将 要 看 到 影响 涡 旋 形成 的 因素 中 ， 
除 流体 的 粘性 是 一 个 最 重要 的 因素 外 .还 有 流体 正 压 和 作用 力 有 
势 的 影响 因素 。 

有 油 流 动 中 旋涡 的 扩散 性 和 耗 散 性 具有 重要 意义 。 由 下 面 
5.2 下 中 的 澳 量 方程 可 以 看 出 , 涡 量 像 温 度 一 样 可 以 在 流 场 中 通 
过 流体 的 粘性 由 涡 量 大 的 地 方向 涡 量 小 的 地 方 进行 扩散 ,从 而 使 
涡 量 均匀 化 。 放 涡 的 耗 散 性 使 得 当 流 动产 生 旋 涡 后 要 损失 一 -部 分 
机 械 能 量 。 例 如 : 当 飞 机 或 船舶 在 行进 中 尾部 所 产生 的 旋涡 消耗 
了 部 分 功能 ,从 而 形成 飞机 或 船舶 航 行 时 的 阻力 ;水 轮机 、 水 泵 等 
旋转 机 械 在 运行 中 也 会 由 于 旋 澳 而 损失 能 量 . 降 低 了 旋转 机 械 的 
功率 。 


5.2 有 支 姆 履 兹 涡 量 方程 
不 可 压缩 流体 运动 的 N-S 方 程式 (2-40) 为 


p=0f ~Vptp VE (2-40) 


du oo 
yt tu Vu=f a 


式 中 的 速度 迁移 项 (u。V)u 可 以 写 为 V (“3 ) 一 uX (参考 式 


2 
(2-63)), 因 此 N-S 方 程 可 以 改写 为 
» |30 


ou UU | 1 2 _ 
+v( 5 ) uxX0Q=f opiYVu (5-1) 


以 V 叉 乘 式 (5-1), 得 


VXI VX (vp) tv (Vx) 
(5-2) 
式 中 : 
VX(auxXQ)= 0 Vu Ve uu VR—(V* WN 
(5-3) 
对 于 不 可 压缩 流体 ,VY， w= 二 0 为 连续 方程 ,又 由 涡 量 连续 方程 
(1-34) 式 知 V。Q2= 二 0, 于 是 式 (5-2) 可 写 为 


dp 2 
了 二 Vn 
_(0. Wutvxf-vx (Tv)trvn (5-4) 


式 (5-4) 为 雍 姆 夫 兹 涡 量 方程 (Helmholtz vorticity eguation)。 
现在 分 析 式 (5-4) 中 各 项 的 物理 含义 。 等 号 的 左 侧 两 项 为 涡 
量 2 的 物质 导数 ,第 一 项 为 涡 量 的 当地 变化 率 ,第 二 项 为 涡 量 
的 迁移 变化 率 。 每 号 的 右 侧 为 影响 涡 量 变化 率 的 各 项 ,分 别 说 明 
如 下 : 
第 一 项 (CQ2，V)wu 表示 涡 量 与 流体 微 团 变形 的 相互 作用 。 
CQ. V)u 在 x 方向 的 分 量 为 0 和 十 Q: 了 十 0 7。 按照 
1 9 Xs dr 
图 5-3 所 示 , 把 一 个 长 度 为 无 穷 小 dx; 的 涡 管 当 作 所 考虑 的 流体 


微 团 .图 5-3(a) 表 示 0 生 , 是 由 于 流体 微 团 在 x, 方向 的 线 变 


# 
dr 


形 ,使 涡 管 伸 长 而 导致 0, 发 生变 化 。 图 5-3(b) 表 示 0 5 所 ,是 由 


于 zz 方 同 的 流体 微 团 在 其 两 端点 及 各 中 间 点 处 zi 方向 流速 思 
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的 不 同 ,使 涡 管 弯曲 和 转向 ,导致 2: 发 生变 化 。 图 5-3(c) 表 未 
Q; 52 ,是 由 于 zz 方向 流体 微 团 在 其 两 端点 及 各 中 间 点 处 x 方 


向 的 流速 ui 的 不 同 , 使 涡 管 发 生 弯 曲 和 转 回 ,导致 2; 发 生变 化 。 
同样 可 以 看 出 CQ2，V)uw 存 x， 和 x 方向 的 分 量 也 表示 了 流体 微 
团 的 变形 和 涡 量 的 变化 。 涡 量 的 增强 或 减 脐 是 通过 油管 的 伸 缚 和 
弯曲 变形 来 实现 的 ,因而 (2 .V)u 项 也 可 称 为 旋涡 变形 项 。 在 二 
维 流 动 中 涡 量 只 有 23 不 为 堆 , 但 流速 是 平面 流速 ,只 有 om 和 弃 
在 zs 方向 流速 没有 变化 ,因此 (Q2。，V)u 项 为 零 ,就 是 说 二 维 流动 
中 旋涡 变形 项 为 零 , 故 旋涡 不 能 伸缩 或 次 曲 , 因 此 不 可 能 由 于 沉 管 
的 变形 而 导致 涡 量 的 变化 。 


图 5-3 沁 管 变形 .弯曲 .转向 示意 图 
右 侧 的 第 二 项 VXxxy 为 质量 力 项 ,说 明 外 力 是 影 啊 涡 量 只 发 


生变 化 的 影响 因素 之 一 。 但 当 质 量力 有 势 时 ,如 f= 二 VG,G 为 力 
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势 函 数 , 则 此 项 Vx/ 二 VXVG 二 0。 由 此 可 见 有 势 的 质量 力 对 涡 
量 的 变化 并 无 影响 。 
丰 侧 的 第 二 项 说 明 压 强 梯度 对 涡 量 变化 " 色 的 作用 ,但 由 于 


l __/vl 1 
-vx (Fv)= (V7)xvp SVX (Vp) 
/vl 
一 [7 三 )xVa 
-et (5-5) 
此 式 中 如 果 密 度 p 只 是 压强 pp 的 阴 数 , 邑 正 压 流 体 , 则 Vp 与 Vp 方 
加 相同 ,其 又 积 为 零 , 这 时 压强 梯度 对 涡 量 变化 没有 作用 。 


右 侧 的 最 后 一 项 v VQ 是 粘性 项 ,这 一 项 的 形式 说 明 粘 性 对 
涡 量变 化 的 影响 主要 是 粘性 扩散 ,而 运动 粘度 v= 在 这 里 相当 


于 扩散 系数 。 对 于 理想 流体 这 一 项 当然 不 存在 。 
由 以 上 的 分 析 可 知 : 对 于 理想 . 正 压 的 流体 ,而 且 质量 力 有 势 
情况 下 ., 辫 姆 鹤 北 涡 量 方程 可 以 简化 为 


d2_ 9. Vu (5-6) 
dr 


如 果 对 于 不 可 压缩 的 粘性 流体 ,该 流体 仍 为 正 压 , 外 力 有 势 , 则 区 
姆 截 效 高 量 方程 为 
d42 


2 Vut+rvVv nn (5-7) 


对 于 二 维 流动 , 方 程 中 的 (QQ2，V)w 不 复 存 在 ,于 是 交 姆 霍 北 涡 量 
方程 为 


d0, 
dt 


这 个 方程 与 描述 流 场 中 热 传 叶 现象 的 方程 式 具 有 完全 一 样 的 形 
式 。 热 传导 方程 式 为 
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一 岂 V (2, (D-8) 


a vy, a= 
式 中 ,; 0 二 TT 一 T. ,为 当地 温度 了 与 无 穷 远 处 未 受 扰 动 流体 的 温 
度 工 . 的 差 值 ;a 为 热 扩 散 率 ;4 为 流体 的 导热 系数 ;p 为 流体 密度 
cs 为 流体 比 定 压 热 容 。 

两 个 方程 式 相 比较 可 见 0 全 0 ,全 ca。 这 就 表明 在 粘性 流动 
中 涡 量 像 一 个 温度 场 中 的 热量 ,由 温度 高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 
传播 和 扩散 一 样 ,也 会 由 涡 量 高 的 地 方向 涡 量 低 的 地 方 传播 和 
扩散 。 

涡 量 的 扩散 还 可 用 以 下 的 例子 来 说 明 :, 设 < 轴 处 有 一 点 渴 ， 
强度 为 了 ,在 无 界 流 场 中 诱导 出 一 个 作 圆 周 运动 的 流 场 ,流速 与 半 
径 成 反比 。 这 时 和 采用 圆柱 坐标 的 涡 量 方程 (5-8) 为 

d0: 9020， 1 90: 
| fr Or 


这 个 方程 式 的 解 为 


0,= 过 srt( 一 蕊 ) (5-9) 


由 此 可 见 ， 当 1 为 某 一 数值 时 ,2% 按 式 (5-9) 规 律 分 布 ; 当 1 二 0 时 , 原 
点 ”一 0 处 涡 量 为 无 穷 大 而 其 他 各 人 处 况 量 均等 于 零 , 这 是 涡 量 尚未 扩 
散 时 的 情况 ; 当 上 >0 时 , 闹 量 开始 同 四 周 扩 散 并 按 误 差 蚂 数 的 规律 向 
四 周 扩 散 出 去 , 即 开 始 时 涡 量 集中 在 坐标 原点 处 (r 二 0), 随 着 时 间 的 
增长 , 涡 量 向 四 周 扩散 ,原点 处 涡 量 逐渐 闫 小 ; 当 上 =ce 时 ,整个 流 场 的 
涡 量 均 为 零 , 打 散 的 结果 是 使 全 流 场 潢 量 的 分 布 均匀 化 ，。 

如 果 流 体 是 可 压缩 的 ,由 式 (5-3) 可 看 出 : 式 中 的 (VYV，w)Q 项 
是 不 能 忽略 的 ,说 明 压 缩 性 对 涡 量变 化 的 有 影响。 流体 体积 的 膨胀 
或 压缩 直接 反映 在 流体 微 团 惯性 韦 的 增 减 中 。 如 果 不 考 虑 粘性 应 
力 的 力 倘 作用 , 则 根据 动量 和 矩 守 恒定 理 要 求 由 8 有史 的 增 减 来 补偿 因 
惯性 符 变 化 而 引起 的 动量 抢 变 化 。 

综 上 所 述 , 由 区 姆 霍 效 涡 量 方程 式 (5-4) 得 到 下 面 的 结论 。 
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流 场 中 涡 量 的 随 体 变 化 受到 下 列 五 个 因素 的 影响 : 1) 质量 力 ， 
(2) 压强 梯度 , (3) 粘性 应 力 ,(4) 流体 的 压缩 性 ,(5) 涡 管 的 拉 
伸 、 弯 曲 和 转动 。 可 见 涡 量 的 变化 较 之 流速 的 变化 要 复 洒 得 多 。 
五 个 因素 中 粘性 的 影响 , 涡 管 变 形 和 转动 的 影响 最 为 重要 。 而 当 
研究 的 流体 为 正 压 流体 时 ,压强 梯度 的 影响 不 复出 现 , 当 研究 的 流 
场 质 量力 有 势 时 ,质量 力 的 影响 不 复出 现 。 如 果 人 研究 的 是 不 可 压 
缩 的 理想 流体 , 则 粘性 和 压缩 性 的 影响 均 消 失 。 


sS.3 开尔文 定理 


5.3.1 开尔文 定理 


为 确定 一 给 定 流 体 微 元 面积 上 涡 通 量 的 随 体 变化 率 , 可 以 计 
算 此 微 元 面积 周 线 上 的 环 量 的 物 计 导数。 为 
此 在 流 场 中 取 一 条 由 运动 者 的 流体 质点 组 成 " 
的 流体 线 (material line) 工 ,由 流体 质点 组 成 
的 物质 面 A 张 于 其 上 , 见 图 5-4。 沿 流体 线 dl " 
L 的 环 量 栈 为 


r= 中 u* dl (1-29) 图 5-4 流体 线 
L 


因此 环 量 本 的 物质 导数 为 
dm ad 


uj; dx; 


di dt L 
du, d 
-中 号 dx; 十 u; de) | 


dz, 


由 于 d= 


dT 


于 是 rik 


dt 


dj + ud ) 
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由 于 udu; = 和 (学 】 ,对 于 封闭 曲线 此 积分 为 零 , 所 以 得 


dD du, du - 
di: J, di dz 一 > dl (5-10) 
将 N-S 方 程式 (2-40) 代 入 式 (5-10), 得 
dD ds oe 
= (7 Vp tv Vn) di 全 


由 斯 托 殉 斯 定理 式 (1-35) 可 得 
ot | VX (7 一 二 Yp+ Viu ) “ndA 


| VxXf—vx (jv) +t viQ 。 ndA 
(5-12) 
由 此 可 见 影响 环 量变 化 的 因素 有 质量 力 、 压 强 梯 度 和 烙 性 扩散 。 
对 于 正 压 流体 ,质量 力 有 势 的 情况 下 ., 式 (5-12) 等 号 右 侧 前 两 项 
均 为 零 , 所 以 


,eg 时 
一 | Ya ndA (5-13) 
由 斯 托 克 斯 定理 , 式 (5-13) 也 可 写 为 
dP _) Vv‘u* dl (5-14) 
dr L 


根据 向 量 场 论 运 算 公 式 Viu 一 V(V，U) 一 VXVXu, 考 虑 对 于 不 
可 压缩 流体 VY，u==0, 可 得 到 Vw 二 一 VXQ, 所 以 式 (5-14) 可 改写 为 


学 一 一 * (VX) .dl (5-15) 
1 
对 于 理想 流体 ,运动 粘度 v= 二 0. 因 此 

sr- i 


由 此 可 见 环 量 栈 为 一 常数 ,这 就 是 开尔文 定理 (Kelvin theorem)。 开 
尔 文 定理 是 开尔文 萎 士 (Lord Kelvin) 于 1869 年 给 以 证 明 的 。 开 尔 
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文 定 理 可 以 叙述 如 下 : 如 林 理 想 流体 是 正 压 流体 且 质 量力 有 势 , 则 
泊 流 场 中 任 一 封闭 的 流体 线 的 速度 环 量 在 运动 过 程 中 保持 不 变 。 

同样 可 以 说 明 在 理想 、 正 讨 流 体 中 当 质 量力 有 执 时 ,通过 任 一 
流体 面 的 涡 通 量 在 运动 过 程 中 保持 恒定 不 变 。 可 见 粘性 、 非 保守 
作用 力 ( 质 量力 无 势 ,不 存在 力 势 中 数 ) .流体 不 是 正 压 流体 (其 密 
度 不 只 是 压力 一 个 因素 的 削 数 ), 这 三 个 因素 中 任何 一 个 因素 都 会 
导致 沪 东 一 封 肝 流体 线 环 量 在 流动 过 程 中 发 生变 化 。 考 虑 一 个 涡 
管 , 沿 沉 管 侧面 上 的 任 一 封闭 曲线 ,只 要 这 个 封闭 曲线 不 是 环绕 涡 
管 的 曲线 ,由 于 没有 涡 线 通过 这 样 的 曲线 所 包围 的 面积 ,其 环 量 必 
然 为 过 。 由 开尔文 定理 可 知 ,在 流动 过 程 中 其 环 量 永远 为 零 ,而 在 
涡 管 侧面 上 环绕 涡 管 的 封闭 曲线 ,其 环 量 应 有 某 一 定 值 , 且 在 运动 
中 保持 为 此 常数 。 由 斯 托 克 斯 定理 可 知 ,通过 涡 管 截面 积 的 涡 通 
量 在 运动 中 也 保持 为 常数 ， 


5.3.2 拉 格 朗 日 定理 


由 开尔文 定理 可 直接 推论 得 到 拉 格 朗 日 定理 (Lagrange theo- 
rem), 即 旋涡 不 生 不 灭 定理 。 正 压 理想 流体 在 质量 力 有 热 的 情况 
下 ,如 条 初始 时 刻 某 部 分 流体 内 无 训 , 则 在 此 以 前 和 以 后 的 任何 时 
刻 中 这 部 分 流体 缘 无 测 。 反 之 , 若 初始 时 刻 该 部 分 流体 有 涡 , 则 在 
此 以 前 或 以 后 的 任何 时 刻 中 这 部 分 流体 皆 为 有 涡 。 


S.4 均 姆 起 兹 定理 


玄 姆 禾 效 (Helimholtz H. ) 给 出 了 有 关 旋 涡 运 动 的 三 个 重要 
定理 。 对 于 理想 . 正 压 的 流体 ,作用 于 流体 上 的 质量 力 为 有 热力 的 


D Helmholtz H. Uber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen welche den 
Wirbelbewegungen entsprechen. Crelles J. 55 ,25., 1858 
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情况 有 

(1) 原来 无 潢 的 流体 微 团 将 保持 无 涡 ; 

(2) 任 一 时 刻 在 一 条 涡 线 上 的 流体 质点 将 永远 在 这 条 涡 线 
上 ,也 可 以 说 是 涡 线 和 涡 管 随 固定 的 流体 质点 运动 ; 

(3) 在 流体 运动 过 程 中 涡 管 强度 不 随时 间 改 变 。 
这 三 个 定理 中 ,第 1 条 已 由 开尔文 定理 和 拉 格 朗 日 定理 所 证 明 。 
现在 来 证 明 第 2 和 第 3 条 定理 。 


5. 4.1 涡 线 保持 定理 


涡 线 保持 定理 是 指 ,理想 、 正 压 流 体 若 质量 力 有 势 , 则 在 某 一 
时 刻 组 成 涡 线 的 流体 质点 在 此 以 前 或 以 后 的 任何 时 刻 永 远 组 成 涡 
线 。 也 就 是 说 涡 线 总 是 由 相同 流体 质点 所 组 成 。 同 样 还 有 涡 面 保 
持 定 理 。 涡 面 保 持 定理 是 指 , 理 想 . 正 压 流 体 若 外 力 有 势 , 则 在 某 
一 时 刻 组 成 涡 面 的 流体 质点 在 此 以 前 或 以 后 的 任何 时 刻 永 远 组 成 
涡 面 。 前 先 来 证 明 涡 面 保持 定理 ,所 谓 涡 面 就 是 在 流 场 中 取 一 非 
潢 线 的 曲线 ,过 曲线 上 每 一 点 作 涡 线 , 由 这 些 涡 线 所 组 成 的 曲面 。 
因此 将 不 可 能 有 涡 线 穿 过 涡 面 , 涡 量 在 涡 面 的 法 线 单位 向 量 n 上 
的 投影 为 零 。 即 

{2 =0 

设 在 初始 时 刻 1 二 t。 时 流 场 中 有 一 涡 面 S, 在 涡 面 S 上 任 取 一 面积 
4 ,通过 A 的 涡 通 量 应 为 零 , 即 


| 9.dA =0 
说 在 1 = 二 to 以 前 或 以 后 的 某 一 时 刻 组 成 涡 面 S 的 流体 质点 组 成 新 
的 曲面 S ,而 面积 A 在 S' 面 上 相应 的 面积 为 A ,根据 开尔文 定理 ， 
在 运动 过 程 中 通过 某 一 流体 面 的 涡 量 通 量 元 不 变 , 即 
| 2.a4 | o.d4 _ 0 (5-17) 


因 A 是 任意 选取 的 ,由 此 推出 
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(12 一 
根据 定义 ,A 应 为 一 涡 面 。 
涡 管 本 身 就 是 一 种 涡 面 ,因此 由 渔 面 保持 定理 可 立即 推 得 
涡 管 保持 定理 : 理想 、 正 压 流体 ,外 力 
有 势 , 在 菜 一 时 刻 组 成 涡 管 的 流体 质 


点 在 其 以 前 或 以 后 任 一 时 刻 永远 组 成 《一 
涡 管 ， 


右 令 涡 管 的 截面 积 逐 渐 缩 小 并 趋 近 
你 持 定理 目 然 可 导出 涡 线 保持 定理 。 如 
图 5-5 所 示 , 原 来 组 成 涡 线 工 的 流体 质点 在 某 一 时 刻 后 组 成 的 曲 
线 工 仍 为 涡 线 。 


s.4.2 油管 强度 保持 定理 


理想 \、 正 压 流体 当 外 力 有 势 时 ,在 运动 过 程 中 涡 管 强度 保持 恒 
定 不 变 , 称 为 涡 管 强度 保持 定理 。 

由 斯 托 克 斯 定理 知 , 涡 管 强度 等 于 沿 涡 管 周 界 封闭 曲线 的 速 
度 环 量 , 即 式 (1-35) 为 


= wd 一 | QndA (1-35) 
L 


义 根据 开尔文 定理 沿 任何 封闭 流体 线 的 速度 环 量 在 运动 过 程 
中 保持 不 变 , 因 此 涡 管 强度 也 保持 不 变 。 

由 三 个 交 姆 瞧 兹 定理 得 到 旋涡 运动 中 一 些 重要 结论 ; 在 理 
根 正 压 流 体 且 外 力 有 势 情 况 下 , 流 场 中 的 旋涡 运动 具有 保持 性 ， 
原来 的 有 涡流 动 将 保持 为 有 涡流 动 , 而 某 一 时 刻 的 无 涡流 动 则 永 
还是 尤 涡 运动 。 也 就 是 说 在 这 样 的 流 场 中 旋涡 既 不 能 产生 ,也 不 
会 消炎 ,水 远 保 持 其 原 有 流动 状态 。 对 于 有 涡流 动 ,组 成 涡 线 、 涡 
管 、 注 面 的 流体 质点 永远 组 成 涡 线 、 涡 管 和 涡 面 ,似乎 这 些 流体 质 
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总 冻结 在 涡 线 、 涡 面 、 涡 管 上 。 尽 管 在 运动 过 程 中 涡 线 、. 涡 管 . 涡 面 
的 形状 会 有 所 变化 ,但 是 组 成 它们 的 流体 质点 则 不 变 。 在 运动 过 
程 中 涡 管 强度 保持 不 变 。 当 然 , 随 者 流体 运动 涡 管 形状 的 变化 会 
引起 涡 量 的 改变 。 

根据 亥 姆 霍 兹 定理 考察 以 下 两 种 流动 的 有 涡 性 : 

(1) 理想 不 可 压 纺 流体 在 重力 场 作 用 下 恒定 绕 物 体 流 动 , 这 
时 显然 理想 、 正 压 、 外 力 有 势 这 三 个 条 件 都 满足 ,因而 可 以 应 用 亦 
姆 玲 效 定理 。 流 场 中 所 有 流体 质点 都 来 自 无 穷 远 处 ,因为 无 穷 远 
处 运动 无 涡 , 所 以 整个 流 场 应 为 无 涡流 动 。 但 是 需要 注意 的 是 , 实 
际 上 流体 都 是 有 粘性 的 ,尽管 有 的 流体 粘性 很 小 ,但 在 绕 流 物 体 的 
固体 边 窜 附近 由 于 边界 处 的 无 滑 移 条 件 总 会 形成 一 层 流 速 梯度 很 
大 的 边界 层 流动 ,在 边界 层 内 流动 是 有 涡 的 。 

(2) 理想 不 可 压缩 流体 在 重力 场 作用 下 从 静止 状态 开始 的 任 
何 运动 ,由 于 静止 状态 是 无 渔 的 ,这 类 运动 任何 时 刻 均 无 涡 。 


5.5 施 病 的 产生 .发展 和 消失 


既然 诈 渔 的 不 生 不 灭 是 在 流体 为 理想 、 正 压 和 外 力 有 势 三 个 
条 件 下 才能 成 立 , 因 此 旋涡 运动 的 产生 或 消灭 必然 来 源 于 这 三 个 
条 件 没 有 得 到 完全 的 满足 。 也 就 是 说 ,流体 的 粘性 、 斜 压 流体 和 质 
量力 无 势 部 是 形成 有 涡流 动 的 原因 。 


5.5.1 流体 粘性 的 作用 


如 5.1 市 所 述 ,流体 运动 的 剪 切 过 程 会 使 流体 微 团 旋 转 , 从 而 
产生 有 痪 流动 。 流 体 运 动 中 的 切 应 力 可 由 牛顿 切 应 力 公 式 t= 


弛 得 知 ， 切 应 力 t 由 两 种 因素 组 成 ,一 是 流体 的 粘度 六, 一 是 流 
体 运动 中 的 流速 梯度 径 ,二 者 缺 一 不 可 。 粘性 是 产生 旋涡 的 根本 
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因素 ,而 具有 流速 梯度 的 流 场 是 使 粘性 发 挥 作用 ,从 而 形成 旋涡 的 
场所 。 

为 了 明确 粘性 在 旋涡 形成 中 的 作用 ,首先 假定 流体 是 正 压 流 
体 , 且 外 力 有 势 。 下 面 考察 两 种 由 粘性 形成 的 旋涡 流动 : 

1. 流 场 中 存在 固体 边界 

设 流 体 原 来 处 于 静止 状态 ,以 保证 流体 运动 本 来 是 无 涡 的 。 
上 一 0 时 流体 开始 沿 固体 边界 流动 。 对 于 无 粘性 的 理想 流体 ,由 拉 
格 朗 日 旋涡 不 生 不 灭 定 理 , 正 压 、 理 想 流 体 且 质 量力 有 势 ,由 静止 
状态 开始 的 流动 应 为 有 势 流动 。 有 势 流动 在 固体 边界 上 的 边界 条 
件 只 是 垂直 边界 的 流速 为 零 ( 如 果 为 不 透水 边界 ) ,而 切 向 流速 并 
不 为 零 , 从 而 在 固体 边界 处 形成 固体 边界 与 流体 之 间 的 滑 移 
Cslip) 。 现 在 来 考虑 粘性 流体 ,对 于 粘性 流体 ,不 管 粘性 多 小 , 固 
体 边 界 处 的 边界 条 件 必 须 满足 无 滑 移 条 件 , 即 流体 与 固体 边界 无 
相对 滑 移 。 如 固体 边界 为 静止 边界 , 则 边界 上 的 流体 质点 速度 应 
为 零 , 并 且 在 距 边 界 一 定 距离 处 流速 达到 势 流 流速 ,这 个 具有 相当 
流速 梯度 的 区 域 就 是 边界 层 。 在 边界 层 内 任 取 一 个 流体 微 元 
abcd 如 图 5-6, 语 其 周边 的 速度 环 量 矿 由 于 ab 及 cd 层面 上 流速 
不 同 而 必 不 为 零 ,也 就 是 说 流体 微 元 具有 和 转动 ,为 有 涡流 动 , 涡 量 


图 5-6 边界 层 
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0. 一 -94 一 34 由 此 可 兄 ; 在 粘性 流动 中 国体 边界 是 产生 旋 


Or dy dy 
涡 的 源泉 ,但 是 其 所 以 产生 旋涡 、 流 速 梯度 都 是 由 于 流体 粘性 的 结 
宁 。 在 固体 边界 形成 旋涡 流动 后 ,仍然 依 徘 粘性 把 旋涡 由 边界 扩 
散 到 流体 的 内 部 。 为 了 说 明 这 一 点 ,考虑 下 面 的 流动 。 

设 在 原来 静止 的 流体 中 一 平板 突然 起 动 , 如 图 5-7 所 示 , 沿 其 
目 身 平面 加 速 至 某 一 固定 速度 口 ,通过 粘性 带动 其 周围 流体 发 生 
运动 。 这 种 流动 问题 称 为 斯 托 
殉 斯 第 一 问题 。 原 来 静止 的 流 
体 本 来 无 涡 , 运 动 后 也 应 无 涡 ， 
即 为 有 势 流 动 。 有 势 流 动 在 固 
体 边界 上 只 有 法 向 流速 为 零 一 
个 边界 条 件 , 切 向 流速 并 不 与 固 
体 边界 速度 相同 , 因而 存在 滑 图 5-7 突然 起 动 平板 带动 
移 。 这 就 表明 在 1==0 时 平板 边 流体 运动 
界 处 切 向 流速 是 不 连续 的 。 平 板 速 度 为 U 而 流体 速度 仍 为 零 , 故 
切 癌 流速 梯度 为 无 穷 大 。 在 1! 汪 0 时 ,通过 粘性 的 作用 ,无 穷 大 的 流 
速 梯度 形成 无 穷 大 的 切 应 力 ,这 个 切 应 力 带 动 流 体 跟 随 平 板 发 生 
流动 ,并 在 平板 边界 附近 形成 一 个 流速 具有 梯度 的 流 层 , 即 为 边界 
层 , 由 斯 托 殉 斯 第 一 问题 的 解 , 知 此 边界 层 厚 度 6 与 Yt 有关 2D?,v 


为 流体 运动 粘度 。 旋 澳 向 流体 内 扩散 的 速度 下 与 /有 关 , 即 扩 


散 速 度 与 运动 粘度 的 平方 根 成 正比 ,粘度 越 大 ,作为 有 涡流 动 的 边 
务必 扩 咸 越 快 ,而 这 个 扩散 速度 随 着 时 间 的 增加 将 减缓 ,但 是 只 要 
有 足够 的 时 间 ,旋涡 将 扩散 至 无 穷 远 。 

2. 两 股 流速 不 同 的 流体 汇合 形成 间断 面 


DD 章 梓 雄 , 董 曾 南 。 粘 性 流体 力学 。 北 京 : 清华 大 学 出 版 社 .1998.67~68 
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设 一 统 流 物体 尾部 处 发 生 上 下 两 股 流体 的 汇合 ,如 图 5-8 所 
示 。 如 果 上 下 两 股 流体 的 速度 不 同 ,两 股 流体 的 分 界面 是 一 个 流 
速 的 间断 面 。 只 要 有 粘性 ,就 不 会 使 流体 内 部 有 无 穷 大 的 流速 梯 
度 , 因 此间 断面 处 的 流动 将 扩展 为 一 个 流速 的 过 渡 层 。 在 这 个 过 


波 层 中 ,流速 梯度 很 大 ,是 一 个 剪 切 层 , 而 剪 切 层 中 光一 0, 光 是 较 


大 的 值 ,因而 YY 


= 


图 5-8 两 股 不 同 流速 流体 的 汇合 
5. 5.2 科 压 流体 中 旋涡 的 形成 


为 了 讨论 斜 压 流体 中 旋涡 的 形成 ,首先 假定 流体 为 理想 流体 ， 
且 外 力 有 势 。 在 5.2 节 中 已 说 明 , 当 密度 p 只 是 压强 p 的 函数 时 
流体 为 正 压 。 如 果 和 密度 pp 不 只 与 压强 p 有 关 而 且 与 温度 ,湿度 (对 
空气 而 育 )、 含 盐 浓度 (对 海水 而 言 ) 等 因素 有 关 , 这 种 流体 为 斜 压 
流体 。 流 体 的 运动 方程 一 一 欧 拉 方程 为 


du 1 _ 

a pA (2-51) 
由 于 二 VG,G 为 力 势 函 数 , 所 以 

du ~ 1 

EA oP (5-18) 


由 式 (1-29) 得 沿 封闭 流体 线 工 的 环 量 丁 为 
= bu .dl (1-29) 
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当 理 想 流 体 * 一 0, 且 质量 力 有 势 时 ,由 式 (5-12) 得 环 量 工 的 物质 
导数 为 


dD _ ; _ 
本 | vx (vp) ndA (0-19) 
由 式 (5-5) 得 
守 = 一 || 由 
di ,| (v3) Xvp) 6 
“i We (5-20) 
A Lp 


式 (5-20) 说 明 : 对 于 正 压 流体 , 即 p= 二 fA(p), 则 Vpx Vp 一 0, 因 此 


< -0, 即 环 量 在 运动 过 程 中 保持 不 变 。 现 在 的 情况 则 不 同 ,o 不 


仪 与 户 有 关 , 而 且 和 其 他 因素 有 关 , 说 明 是 斜 压 流体 ,因此 拭 天 0。 
式 (5-20) 中 的 忆 表 示 单位 质量 流体 的 体积 0, 即 


一 一 (5-21) 
po 


称 为 比 容 (specific volume)。 在 流 场 中 把 压强 p 等 于 某 一 定 值 pi 
的 各 点 连接 起 来 形成 一 个 等 压 面 。 同 样 地 把 v" 等 于 某 一 定 值 几 
的 各 点 连接 起 来 就 形成 一 个 等 比 容 面 , 实 质 上 等 比 容 面 也 就 是 等 
密度 面 。 正 压 流体 密度 仅 为 压 踢 户 的 郴 数 ,因此 等 比 容 面 和 等 压 
面 二 者 平行 。Vp 和 Vv 是 分 别 沿 着 等 压 面 和 等 比 容 面 的 法 线 方 


向 ,因此 二 者 也 彼此 平行 ,于 是 VpX Vv 二 VpX 二 =0, 即 全 一 0 


若 流动 为 斜 压 ,等 压 面 和 等 比 容 面相 交 , 设 相 邻 等 压 面 和 相 邻 等 比 
容 面 的 差 值 Ap 与 Av 均 设 定 为 1, 则 整个 流 场 将 被 等 压 面 和 等 比 
容 面 分 隔 成 基干 空间 管道 ,如 图 5-9 所 示 。 这 些 管道 称 为 等 压 等 
容 单位 管 。 

设 某 一 管道 周 长 为 /, 则 可 以 推 求 一 中 vdp 一 一 中 Fdp 的 值 
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如 下 :; 在 等 压 面 D4,BC 上 pp 二 const, 所 以 dp 二 0, 在 CD 线 上 v= 
二 1p 从 C 点 人 外 的 po 十 1 降 至 
DD 点 的 ps, 因而 


、 p, 
一 | vdp -+D| dp 
{ 了 ) pil 
一 凯 十 1 


在 AB 线 上 ,v= 二 ,pp 从 pb， 增加 到 
po 十 1,| 对 和 而 


po 二 1 
一 | vdp 一 一 | dp 一 一 局 图 5-9 等 压 等 各 单位 管 
AB 


Po 


沿 全 部 周 长 ! 积分 则 
ap 


由 此 可 得 ， 顺 时 针 方向 积分 得 一 中 vdp 二 1, 如 北 时 针 方向 积分 则 


得 该 值 为 一 1。 为 了 求 沿 封闭 曲线 L 的 一 由 dp 值 , 则 顺 着 上 曲线 


的 一 定 方向 ,区 分 曲线 工 内 各 单位 管 的 正 负 号 ,如果 正 管道 有 六 
个 , 负 管道 有 N 个 ,可 得 


L 


对 于 理想 流体 且 有 势 质 量力 ,由 式 (5-11) 可 得 


一 一 中 1 
dt Lp vf dl 
-中 二 
$ odp 
一 和 一 N (5-23) 


式 (5-23) 称 为 布 耶 尔 殉 涅 斯 (Bjerkness) 定 理 。 这 一 定理 说 明 . 在 
理想 流体 晶 质 量力 有 势 情 况 下 , 沿 任何 封闭 流体 线 虐 的 速度 环 量 
* 150 。 


随时 间 的 变化 率 等 于 通过 工 曲线 范围 内 的 正 管 道 与 负 管 道 的 差 
值 。 可 见 等 压 面 与 等 比 容 面 ( 或 等 密度 面 ) 的 交叉 是 斜 压 流体 中 形 
成 旋涡 的 原因 。 

作为 一 个 实例 ,讨论 气象 学 上 所 谓 的 贸易 风 (trade wind ) 。 
形成 贸易 风 有 两 个 原因 ; 一 是 斜 压 流体 .一 是 非 有 势 柯 氏 力 的 作 
用 。 本 和 主要 讨论 流体 的 斜 压 。 假 定 地 球 是 圆 球 ,大气 是 完全 气 
体 .重力 场 中 静止 大 气 的 等 奈 面 为 地 球 的 同心 圆 球面 ,压强 梯度 垂 
直 向 下 指 癌 地 心 ,如 图 5-10 中 实 线 所 示 。 由 于 口 照 强度 在 不 同 纬 
度 处 不 同 ,空气 的 温度 随 之 不 同 ,赤道 处 温度 最 高 而 北极 处 温度 最 
低 , 由 气态 方程 可 知 ,在 相同 高 程 ,赤道 处 气体 的 密度 小 而 北极 处 
气体 密度 大 。 同 时 ,在 同一 地 北极 
区 ,高程 越 高 ,空气 越 稀薄 , 密 
度 2 越 小 。 所 以 等 密度 面 不 是 
地 球 的 同心 圆 球 , 而 是 由 赤道 
问 北 极 逐 渐 升 高 而 密度 梯度 则 
是 指向 地 心 偏 北 方向 的 ,如 图 
5-10 中 虚线 所 示 。 等 压 线 与 等 
密度 线 的 相交 创造 了 产生 环 量 
或 旋涡 的 条 件 。 形 成 的 风 疝 是 ,在 北极 的 风向 由 高 空间 地 面 ,在 地 
面 的 风 同 自 北向 南 ; 在 赤道 的 风向 由 地 面向 高 空 ,在 高 空 处 的 风向 
由 南 问 北 , 在 西半球 形成 顺 时 针 , 而 在 东 半 球形 成 道 时 针 的 环流 。 
这 就 是 “贸易 民 ”。 

5.5.3 外 力 无 势 所 产生 的 旋涡 运动 

仍 以 围绕 地 球 的 空气 为 例 来 讨论 外 力 无 势 下 在 流动 中 引起 旋 
痪 运动 的 问题 。 

考虑 到 地 球 的 目 转 运动 ,空气 对 地 球 的 运动 是 一 种 相对 运动 。 
由 理论 力学 可 知 , 相 对 于 定 轴 转 动 的 运动 加 速度 a, 为 


图 5-10 贸易 风 的 形成 
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0 一 一 一 一 0 一 0 一 人 (5-24) 


式 中 : a。 为 绝对 加 速度 ;a 为 牵连 加 速度 ;*a 为 地 球 自转 影响 的 
柯 氏 (Coriolis) 加 速度 ;U, 为 空气 相对 于 地 球 的 速度 。 

因 地 球 以 角 转 速 % 绕 轴 旋 转 , 牵 连 加 速度 的 数值 a. 二 wR,R 
为 地 面 一 点 距 地 球 转 轴 的 半径 。 牵 连 加 速度 的 方向 背 向 地 球 转轴 
并 与 它 牌 直 , 所 以 


qa wR v (So) (5-25) 
在 理论 力学 中 已 知 柯 氏 加 速度 为 
a; ~ 20@XU, (5-26) 


将 各 加 速度 的 表示 式 代 人 运动 方程 式 (2-61), 即 a,==f 一 Vp 得 相 
对 运动 的 运动 方程 为 
wR 


a, = 一 了 vb 一 v( 全 )— 2(@ XU,) (5-27) 


对 于 空气 来 说 质量 力 就 是 重力 ,其 力 势 孙 数 为 G, f= VG 因此 式 
(5-27) 又 可 写 为 


VG 地 Vp- v (3)- 2(@XU,) 
可 见 离 心力 与 重力 一 样 也 是 有 势力 , 设 
wR 


W 一 (Cr 一 (9-28) 


2 
式 中 的 W 为 地 心 吸引 力 和 由 于 地 球 旋转 而 产生 的 离心 力 的 合力 
的 势 陋 数 。 


dU, 1 
=VW—2(@XU,) svp (5-29) 
考虑 到 W 为 单 值 淆 数 , 环 绕 封闭 曲线 积分 为 零 , 由 式 (5-10) 得 
dr_fdo. 


* 上 DZ 。 


= 一 中 二 dp 一 中 (@ XU,) 
L 0D L 


式 中 等 号 右 侧 第 一 项 当 流 体 正 压 时 为 零 ; 
第 二 项 就 是 无 势 的 柯 氏 力 引起 的 环 量 随时 
间 的 变化 率 ,其 标量 积 (wXU,)，dl 是 由 三 
个 向 量 w,U, 和 di 所 构成 的 平行 六 面体 的 
体积 。 将 流体 线 工 投影 于 赤道 平面 上 得 
如 图 5-11 所 示 ,df 与 0， 分 别 为 df 与 在 
赤道 平面 上 的 投影 。 上 述 的 平行 六 面体 的 
横 截 面 为 由 df 与 WwW: 所 构成 的 平行 四 边 
形 。 设 在 At 时 间 后 曲线 工 改变 为 虚线 所 


dl (5-30) 


图 5-11 投影 于 赤道 
平面 的 流体 线 


示 的 曲线 , 则 MN=U,At。 设 L 所 包围 面积 为 A', 则 At 时 段 中 


A 的 增值 A4 为 
AA'= 中 U, Atxdl 
所 以 


dA U’ xdr 
dt j 


由 于 (wxU,)，di 与 (wxXU;)，dl 表示 相 同 的 平行 六 面体 的 体 


积 , 因 此 
(@XU,) :dl=(@XU’). dl 
也 就 是 
. (OXU,). d= 中 (OXU,)* dr 
根据 问 量 运算 法 则 
(@XU,) .dr =@.* (UVU’ xdl’) 
得 
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(XU,) .dl=@* bp Ux df =—w 
[. L 


di 
将 这 个 关系 式 代 入 式 (5-30) 得 环 量 随时 间 的 变化 率 为 
dT dA | 


式 (5-31) 说 明 由 柯 氏 力 引 起 的 环 量 增加 率 为 封 册 流体 线 工 在 杰 
道 平面 上 投影 所 包含 的 面积 A 的 减 小 率 ( 一 等 ) 乘 以 2%， 


仍 以 贸易 风 为 例 说 明 柯 氏 力 的 有 影响。 为 此 在 地 面 取 沿 同一 纬 
度 绕 地 球 一 圈 的 封闭 流体 线 上, 设 自 西向 东 , 即 处 于 北极 来 看 反 时 
对方 癌 为 正 。 如 5.5.2 节 所 述 贸 易 风 在 地 面 附近 由 北向 南 吹 , 因 
而 世 曲线 将 随时 间 而 扩大 ,其 在 赤道 平面 的 投影 面积 A 将 随时 间 


而 增加 ,由 式 (5-31) 当 人 0 则 全 一 0, 也 就 是 说 将 有 风 自 东 向 


西 吹 ,起 到 减 小 环 量 的 作用 。 总 的 来 看 ,由 于 流体 侦 压 及 柯 氏 力 无 
势 两 种 作用 形成 的 贸易 风 将 是 由 东北 吹 向 西南 ,也 可 以 说 柯 氏 力 
的 作用 使 由 北 回 南 的 贸易 风 同 西 俩 离 , 这 一 点 己 柯 氏 力 总 使 北 半 
球 的 运动 回 西 偏离 的 结论 是 一 致 的 。 


5.6 旋涡 的 诱导 流速 


旋涡 的 诱导 流速 是 在 无 界 不 可 压缩 流体 中 由 旋涡 市 动 周 围 流 
体 运动 而 形成 的 流速 场 。 诱 导 流 速 是 由 流体 的 粘性 作用 而 引起 
的 。 在 理想 流体 中 ,旋涡 和 周围 流体 的 分 界面 处 将 形成 流速 分 布 
的 间断 面 。 粘 性 的 作用 保证 了 旋涡 与 周围 流体 分 界面 上 以 及 整个 
流 场 中 流速 的 连续 性 ,因此 在 分 析 诱 导 流 速 时 以 流速 的 连续 性 假 
设 来 代替 粘性 作用 。 对 于 旋涡 运动 有 所 处 的 流 场 而 言 , 仍 考 虑 为 理 
想 流 体 , 从 而 有 关 旋 涡 运 动 的 定理 如 开尔文 定理 、 拉 格 开 日 定理 、 
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5.6.1 不 同 旋涡 的 诱导 流速 


1. 曲线 闹 的 读 了 于 流速 

无 界 理想 流动 中 一 根 曲 线形 涡 丝 ,由 于 在 几何 上 可 近似 看 作 
一 条 曲线 ,也 称 为 曲线 沉 。 人 尽管 涡 丝 的 旋涡 断面 面积 和 AA 起 于 等 
而 沉 量 0Q 趋 于 无 穷 大 ,但 涡 通 量 保持 为 有 限 值 , 即 


lim 2* dA=const=T (5-32) 


图 5-12 表示 一 曲线 涡 , 在 其 上 取 一 微 
元 弧 辣 量 4 ,瞬时 转动 轴线 ON 为 di 
的 方 同 ,r 为 该 微 元 弧 中 心 O 点 至 所 求 
点 AM 的 同人 径 。 该 微 元 弧 对 M 点 诱导 
的 流速 为 
_Tdixr 
4zx rr’ 
人 矿 为 涡 通 量 , 根 据 斯 托 克 斯 定理 , 它 是 
围绕 曲线 涡 的 环 量 。 式 (5-33) 与 电磁 
学 中 的 毕 奥 -了 萨 伐 尔 (Biot-Savart) 公 式 具 有 同样 的 形式 .说 明 当 电 
流通 过 一 段 导线 时 在 任 一 点 M 处 感应 的 磁场 与 涡 感应 的 流速 有 
共同 的 规律 。 毕 奥 - 陕 做 尔 公 式 说 明 : 曲线 涡 微 元 弧 df 对 任意 点 
所 诱导 的 流速 du ,其 大 小 与 环 量 成 正比 ,与 距离 玉成 反比 ,其 方 癌 
则 与 由 d 与 r+ 所 形成 的 平面 垂直 ,并 按 右手 螺旋 法 则 确定 。 详 细 
证 明 见 5. 6. 2 节 。 
整个 曲线 涡 对 M 点 的 诱导 流速 为 
_TT{ dixr 


du (5-33) 


图 5-12 曲线 涡 诱 导 流速 


i CB 49 
诱导 速度 的 数值 可 由 下 式 计算 : 
| = 去 | ER un (5_35) 
NTL r 4 区 ji 六 


式 中 : 0 为 df 与 r 之 间 的 夹 角 。 
由 于 曲线 涡 对 其 自 刁 上 的 各 点 同样 也 有 诱导 作用 ,因而 有 共有 变 曲 
率 的 曲线 涡 将 在 流体 中 运动 ,并 在 运动 过 程 中 不 断 改 变 本 身 的 
形状 。 

2. 单个 直线 涡 的 诱导 流速 

根据 式 (5-35) 可 推 求 有 限 长 直线 涡 的 诱导 流速 。 如 图 5-13 
中 AB 为 一 有 限 长 直线 涡 , 涡 量 的 方向 为 自 A 向 B。 在 AB 上 取 
任意 徽 元 弧 向 量 dl, 流 场 中 任 一 点 M 至 直线 涡 的 垂直 距离 为 玉 ， 
则 直线 涡 对 M 点 的 诱导 流速 z 为 

ul 一 | Se 
A4T jaA 7 
根据 图 5-13 的 几何 关系 ,可 得 
= dlsinG= rd0 

代入 上 式 得 


B .00 
= sinbd0 IT 


1xR |, RR = jrR Os — Cost ) (5-36) 


式 中 : 0 , 乌 分 别 为 AB 与 AM 和 AB 与 BM 的 夹 角 。 由 diXxr 可 
看 出 谤 导 流 速 的 方 品 是 牌 直 纸 面向 上 。 由 于 涡 管 不 可 能 在 流 场 内 
部 终止 ,因此 有 限 长 度 的 直线 涡 并 不 可 能 存在 于 流 场 中 ,但 应 用 公 


M(x, y, 2) 


图 5-13 单个 直线 涡 请 时 流 吕 中 


* 156 。 


式 (5-36) 可 以 推导 出 以 下 纺 论 : 
(1) 半 无 限 长 直线 庙 
当 A 端 伸展 至 无 穷 远 , 如 BM | AB, 则 M 点 的 诱导 流速 以 
0 =0,4 一 了 代入 式 (5-36) 可 得 
加 [57 


(2) 无 限 长 的 直线 误 

无 限 长 的 直线 涡 对 任意 点 M 的 诱导 流速 均 以 王 0, 二 7z 代 
人 式 (5-36), 即 可 得 
i 

27k 

这 就 是 无 界 理 想 流 体 中 一 个 孤立 的 直线 涡 对 周围 流体 的 诱导 流速 
公式 。 周 围 流体 跟随 旋涡 的 旋转 而 作 贺 周 运 动 ,这 是 由 于 考虑 到 
流速 的 连续 性 假设 。 在 周围 流体 中 同一 圆周 上 各 点 流速 应 相同 。 
假定 周围 流体 原 系 静止 , 则 根据 拉 格 明日 定理 , 当 它 们 被 直线 涡 丝 
缘 动 而 作 贺 周 运 动 后 仍 为 无 涡流 动 。 于 是 包含 旋涡 的 任 一 封闭 曲 
线 其 环 量 均 相 等 且 均 等 于 旋涡 的 环 量 玉 。 这 里 需要 注意 的 是 式 
(5-38) 只 适用 于 旋涡 的 外 部 ,而 不 适用 于 旋涡 的 内 部 。 旋 涡 的 半 
径 尽 管 很 小 但 不 能 等 于 等, 因为 转速 不 可 能 无 穷 大 。 在 数学 处 理 
上 党 第 把 旋涡 的 半 入 看 作 零 来 处 理 。 无 限 长 直线 涡 可 视 为 二 维 流 
动 ,在任 一 与 线 澳 垂直 的 平面 上 的 流动 都 是 相同 的 。 在 平面 上 涡 
线 看 作 一 个 点 , 称 为 点 涡 (point vortex), 是 流 场 中 的 一 个 奇 点 
(singular polnt) 。 

3. 涡 环 的 请 导 流 速 

线 涡 的 形状 为 环形 , 称 该 线 涡 为 涡 环 (vortex ring)。 现 求 涡 
环 对 其 中 心 各 处 的 诱导 流 速 。 先 采用 公式 (5-33), 求 得 微 元 弧 di 
对 涡 环 中 心 点 处 的 诱导 流速 ,这 时 等 于 涡 环 半径 7o .dilxXx zr, 二 
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Ia | (5-38) 


rodlsind= ro dlsin 二 rodl, 于 是 可 得 


di 二 工业 一 工业 


4Tr2 4xro 
式 中 : d/ 二 rod9,0 为 圆心 角 。 
然后 由 9 二 0 到 9==27 积分 , 求 得 整个 涡 环 对 中 心 点 处 的 诱导 
ul 二 一 | 一 一 一 (5-39) 


2 | 
6 | 全 = 站 
方 回 为 与 涡 环 平面 垂直 。 

4. 平面 沉 群 的 诱导 流速 

流 场 中 的 一 系列 旋涡 形成 一 个 涡 群 ,假定 各 个 涡 都 独立 地 诱导 
各 日 的 流速 场 , 并 不 因 有 其 他 涡 的 存在 而 有 所 不 同 , 即 假设 涡 与 涡 
之 间 没 有 相互 作用 。 但 是 一 个 涡 所 诱导 的 流速 将 对 另 一 个 涡 起 作 
用 。 因 此 ,本 来 固定 不 动 的 涡 可 以 在 其 他 涡 的 诱导 下 产生 运动 ,从 
而 所 形成 的 流 场 相当 复杂 。 现 在 讨论 只 有 两 个 涡 的 简单 情形 。 例 
如 : 两 个 强度 相同 的 旋涡 因 旋 转 方向 不 同 , 在 相互 作用 下 ,将 在 与 两 
个 涡 的 中 心 连接 线 相 垂直 的 方向 作 等 速 直 线 运动 ,如 图 5-14(a) 所 
示 ;如果 两 个 强度 一 样 的 涡 均 沿 同一 方向 旋转 , 则 两 个 涡 将 以 中 心 
到 中 心 的 连接 线 为 直径 作 圆 周 运动 ,如 图 5-14(b) 所 示 。 


图 5-14 涡 的 相互 作用 和 
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沉 的 独立 作用 原理 可 归纳 为 如 下 两 点 : 
(1) 涡 群 所 诱导 的 流速 场 古 每 一 个 涡 独 立地 讲 守 流速 场 的 几 


何 和 。 
(2) 每 一 个 涡 的 运动 速度 等 于 所 有 其 他 涡 在 该 涡 心 上 的 诱导 
速度 的 几何 和 。 
将 式 (5-38) 写 成 如 下 的 直角 坐标 形式 ， 
> (5-40a) 
sy de 
WE _ 
ee (5-40b) 
如 果 旋 涡 不 在 坐标 原点 而 是 位 于 (和 7) , 则 式 (5 40) 应 改写 为 
y 一 = 
和 2 es) 
和 0 (5-41b) 


nCr (yn 
于 是 可 以 得 到 第 /个 旋涡 中 心 点 处 (zi ,yw) 的 总 合 诱导 流速 为 


SA ， 
wu 2 2 Dn, ET Ce 


式 中 : (名 四) 为 各 个 涡 中 心 的 坐标 位 置 ;z 为 涡 的 总 数 。 一 般 说 
来 ,旋涡 的 位 置 在 移动 ,诱导 流速 场 将 随 涡 的 移动 而 变化 ,因此 整 
个 流 场 是 非 恒 定 的 。 式 (5-42) 只 是 给 出 某 一 瞬时 的 流速 分 布 。 
流 场 中 任意 一 点 处 的 诱导 流速 也 可 由 式 (5-42) 得 出 。 

5. 片 油 的 诱导 流速 

通过 流 场 内 一 条 不 封闭 曲线 上 各 点 的 涡 丝 连 成 一 片 , 称 为 片 
澳 (sheet vortex) 也 称 为 涡 面 (vortex sheet) 或 旋涡 层 , 如 图 5-15 
所 示 。 实 际 流动 中 流速 的 间断 面 就 是 一 个 片 滑 。 片 涡 的 强度 用 单 
位 环 量 y 表示 ,如 图 5-15 中 在 片 涡 中 取 一 微 元 段 As , 片 渴 的 厚度 
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为 An, 沿 As 微 元 段 的 环 量 为 AT。 
AT= uu AsS— ur AS = AnAs 
将 AP 除 以 As, 并 取 As->0 的 极限 值 即 得 单位 环 量 7 为 


7 一 lim 人 A = dL 
5- 全 站 从 ds 


Ul Us 


二 {2.An (5-43) 


图 5-15 片 油 ”… 


由 于 片 涡 中 各 处 均 有 -- 定 的 y 值 ,所 以 各 处 片 涡 的 两 边 均 有 一 定 
的 流速 差 ,也 就 是 说 片 涡 是 流速 分 布 的 一 个 间断 面 。 

以 平面 片 涡 为 例 来 说 明 片 涡 的 诱导 流速 ,如 图 5-16 所 示 , 坐 
标 原点 位 于 片 涡 中 间 , 在 zx 轴 的 正 负 两 侧 各 有 长 的 平面 片 涡 ， 


在 距离 坐标 原点 处 取 一 A 长 的 涡 段 , 环 量 为 TY( 人 AE, 在 任 
一 点 (TX,y) 处 受 此 涡 段 影响 而 形成 的 诱导 流速 可 按 式 (5-42) 列 为 
Y(E)AE y 
2x (xX): 二 +y 
和 AU) 一 Y(E)AE Xr—é 
2 (并 一 外 十 六 
将 以 上 两 式 沿 片 涡 积 分 ,可 得 由 整个 片 涡 在 (x,y) 点 处 请 导 的 流 
速 为 


(5-44a) 


U 一 一 


(5-44b) 


1 「 yXYX(E) dé (5_45) 


“2x -2 (7 一 Ty 
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Ea < |Aé 
i wn 有 
之 网 


图 5-16 平面 片 涡 '” 
_1 [2 (rd 
"2x se (r+y 
片 涡 和 和 流速 间断 面 是 一 种 不 稳定 的 流动 结构 ,很 小 的 扰动 就 会 使 
人 变形 ,并 最 后 完全 分 裂 为 单 涡 。 


(50-46) 


5.6.2 由 兽 量 场 诱导 流速 场 的 普遍 公式 


考虑 理想 流体 ,假设 一 个 流 场 内 某 一 有 限 体积 V 内 为 有 涡流 
动 ,而 在 该 体积 V 以 外 则 为 有 势 流动 。 即 
Vn: VY*u=0, VxXu=n (5-47a) 
V#: VY*u=0, YXu=0 (5-47b) 
式 中 : 速度 散 度 V。wu= 二 0 表示 流体 不 可 压缩 。 对 于 V 内 的 有 涡流 
动 ,不 存在 速度 势 了, 但 由 V。wu==0 的 条 件 可 知 ,如 今 
u=~—VYXA (5-48) 
式 中 的 4 为 一 特定 的 向 量 函 数 。 将 式 (5-48) 代 入 式 (5-47) ,并 应 
用 疝 量 基本 运算 公式 YXYXxA4=VIV .4) 一 V:4, 得 
Vn: VXVXA=VY(V*: A)—V’:A=0 (5-49a) 
Vn: VXVXA=V(V. 4) 一 V24 一 0 (5-49b) 
奇 引 进 如 下 附加 条 件 : 
V .4 一 0 (5-50) 
则 式 (5-49) 可 写 为 
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Vn: YA=—0 (5-51a) 

Vy : ViA—0 (5-51b) 

这 样 ,就 把 对 式 (5-47) 求 解 流速 场 w 化 为 对 式 (5-51) 求 解 癌 量 A， 

而 式 (5-51) 中 向 量 消 数 和 在 V 内 满足 涓 松 方程 (Poisson equa- 

tion) ,在 V 外 满足 拉 普 拉 斯 方程 (Laplace equation) ,这样 的 向 量 
晒 数 是 不 难 求 出 的 。 

下 面 对 附 加 条 件 式 (5-50) 的 Y .4=0 加 以 说 明 。 设 一 向 量 

隅 数 4, ,符合 w= 二 VXA4, 的 条 件 , 但 并 不 满足 V， A 二 0 的 要 求 , 设 
Al 4 的 关系 式 为 


A—=A), 十 Vy 
因此 得 
u=VXA=VYVX(A+V)=VXA 
同时 
V*A=V. (AI 十 VOD 一 V， 4 十 V2V 
可 选择 y, 使 


V2V 一 一 V .4 (5-52) 
从 而 使 V，A 和 =0 的 条 件 也 得 到 满足 。 通 过 yy 由 A 求 出 的 问 量 区 
数 4 既 能 满足 式 (5-48) 和 式 (5-51), 也 符合 附加 条 件 式 (5-50)。 
以 下 是 求解 式 (5-51): 设 有 涡流 动 的 体积 V 内 每 一 微 元 体积 为 
dV; ,这 些 有 涡 的 微 元 体积 都 是 在 立 外 产生 诱导 流速 的 来 源 。 如 
dw 上 一 点 Mi Ce,7, 5 可 视 为 源 点 , 任 一 其 诱导 流速 待 求 的 空间 点 
P(x,y,x),M; 与 已 之 间距 离 为 >。 根 据 数理 方程 的 势 论 可 得 V 
内 满足 油 松 方程 ,Y 外 满足 拉 普 拉 斯 方程 式 (5-51) 的 解 为 


4ACriyvz:D 一 二 由宇 Pdv (5-53) 
V 


式 中 积分 域 V 为 整个 有 误 流 动 所 占有 的 体积 。M, 与 P 之 间 的 路 
离 用 7 来 表示 , 即 


(Xx 人 十 Cy 一 DD 十 (zx 一 分 : (5-54) 
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a 


FT 一 下 


现在 来 验证 这 样 解 出 的 向 量 函 数 4 是 否 满足 式 (5-50) 的 条 件 ,对 
式 (5-53) 取 散 度 , 即 为 


— | (2 v=)dv (5-55) 


注意 : 式 中 的 哈密 顿 算 子 v=i 二 十 j 证 k 元 "是 对 x,y,z 坐标 
而 言 , 其 中 记 j ,分 别 为 xz,y,z 坐标 方向 的 单位 向 量 ; 式 中 等 号 布 
侧 的 积分 则 是 对 $,7,5 坐标 进行 的 ,因此 需要 把 {Y- ) 变 成 对 4， 


ni de a 6 ,7.5 而 言 的 ,Y' 一 上 区 十 


m+n 


i ,其 中 m,n 为 沿 &,w,8 坐标 方 呵 的 单位 向 量 。 因 此 
ee 


这 里 利用 了 高 斯 公式 , 式 中 V 的 界面 S$ 必须 是 涡 面 ,在 涡 面 上 nn。 
2 二 0,n 为 涡 面 外 法 线 方 回 的 单位 癌 量 。 可 见 附 加 条 件 式 (5-50) 
得 到 满足 。 由 此 可 得 到 向 量 滑 数 A, 即 可 由 式 (5-48) 计 算 流 速 问 
量 。 即 
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€,7n, 7) 
u—=VYXA=YX 四 | (5-56) 
从 而 得 到 诱导 流速 的 普遍 公式 ,可 用 于 由 已 知 涡 量 场 求 其 所 读 呈 
的 流速 场 。 
反 过 来 说 ,如 果 流 体 运动 的 流速 场 已 知 ,可 以 很 容易 地 由 吧 一 
V Xu 来 确定 涡 量 场 。 涡 量 的 分 量 是 


= (1-32) 


而 且 也 可 以 很 容易 地 确定 流速 的 散 度 


OU gm | dw 


~ ar dy az 


由 此 可 见 : 速度 场 与 涡 量 场 二 者 是 流 场 中 共生 的 ,具有 互相 适应 
的 关系 。 下 面 以 曲线 涡 丝 为 例 说 明 式 (5-56) 的 具体 应 用 。 设 一 
无 界 理想 流体 流 场 中 有 一 曲线 形状 涡 丝 , 涡 丝 周围 为 无 涡流 动 。 
在 曲线 涡 丝 上 任 选 一 段 dl, 则 QdV 0dsdl, 因 为 涡 量 方向 与 涡 丝 
曲线 方向 一 致 。 根 据 斯 托 克 斯 定理 ,Q2ds 一 本 是 该 涡 丝 的 旋 澳 强 
度 , 环 量 丁 沿 整 个 涡 丝 不 变 。 式 (5-56) 号 为 


VY*u 


1 Toy_T 1 _ 
wu 一 去 YX | dd 一 去 YX | ( - )d (5-57) 
由 此 式 可 见 
A,= 直 | de (5-58a) 
4 Lr 
A,= 起 | d (5-58b) 
4 L rr 


4-= 到 | de (ge 


4 区 rr 

流速 在 Xx,y,z 三 个 坐标 轴 的 分 量 为 
4。 9A 
9y dx 


而 由 式 (5-54) 可 知 


, ~ 
本 
月 
、 


Ts 


| 
! 
< 


mA 


* | 一 “| 一 ~ | 一 


Rl el S|> 


Ts 


a 
中 
{4 


代入 的 表达 式 得 


| 
hl 
同 理 ee Pe 


这 样 ,诱导 流速 场 即 可 得 到 。 如 果 把 这 些 公式 进一步 做 一 些 变换 ， 
可 以 得 到 毕 奥 - 萨 伐 尔 公式 。 为 此 ,在 曲线 涡 丝 的 NC&,w, 引 点 上 


沿 切线 方向 取 单 位 向 量 T, 如 图 5-17 所 示 。 它 的 三 个 分 量 分 别 是 ， 
9 97 全。 在 涡 丝 上 N 点 到 流 场 中 需求 诱导 流速 的 M (x,y,x) 
点 的 距离 向 量 r 上 取 单位 向 量 R,R 的 三 个 分 量 为 : 一 工 ， 
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一 也》 5。 于 是 流速 分 速 的 表达 式 (5-59) 式 可 以 写 为 


w= 万 | (TXR)S (5-60) 
4 


涡 丝 上 的 微 元 段 AL 在 M 点 诱导 的 
流速 Au 为 
a Al 


Au=— (TXR)— (5-61) 
4 rr 
Au 的 绝对 值 为 
[au 一 元 Sing (5-62) 


式 中 : a 为 回 量 工 5R pe 
角 。 这 就 是 毕 奥 - 萨 伐 尔 公 
有。 
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图 5-17 曲线 涌 丝 诱导 流速 … 


不 可 压缩 理想 流体 中 , 当 流 动 无 涡 , 则 流速 存在 速度 势 曙 数 , 称 
为 势 流 。 势 流 中 当 各 种 物理 量 只 在 某 一 平面 内 变化 而 在 此 平面 的 
垂直 线 上 没有 变化 或 变化 极 微 , 这 种 流动 情况 为 二 维 势 流 ,也 称 平 
面 势 流 (plane potential flow) 。 平 面 势 流 中 不 仅 存 在 流速 势 郴 数 $， 
而 且 通 过 连续 方程 还 可 以 定义 一 个 流明 数 平面 势 流 中 流速 势 函 
数 及 流 薄 数 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 拉 普 拉 斯 方程 是 二 阶 线性 椭圆 
形 仿 微分 方程 ,在 数学 中 对 它 研 究 得 很 成 熟 而 且 很 多 一 般 解 是 已 知 
的 。 由 于 它 是 线性 方程 ,可 以 应 用 肢 加 原理 ,利用 已 有 的 一 些 解 的 
区 加 ,以 寻求 满足 给 定 边 界 条 件 下 上 其 有 实际 背景 的 许多 问题 的 解 
党 。 流 速 势 曙 数 与 流 图 数 满 足 柯 西 - 黎 曼 条 件 (Cauchy-Riemann 
condition) ,因此 也 可 以 利用 复 变 遇 数 (complex Function) 这 个 数学 
工具 求解 平面 势 流 。 在 平面 势 流 中 通过 势 也 数 求 得 其 流速 场 后 可 
进一步 利用 们 努 利 方程 求 得 压强 场 , 从 而 得 到 流动 的 全 部 解答 。 
平面 势 流 的 求解 较 之 一 般 流 动 问题 的 求解 简单 得 多 。 平面 势 流 在 
工程 实践 中 应 用 十 分 广泛 ,是 理想 流体 力学 的 重要 部 分 。 


6.1 流速 势 盘 数 


在 有 势 流 动 中 ,流动 无 涡 , 因 而 有 =0。 由 此 得 到 流 场 中 必然 
存在 一 个 标量 肾 数 了 使 u 一 V8。 这 个 标量 函数 就 是 流速 势 遇 数 
* 1 07 ， 


(velocity potcntial function)。 将 这 一 关系 代 人 不 可 压缩 流体 的 
连续 方程 ,得 到 流速 势 消 数 必须 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 即 
， 3 9 
Vi (1-60) 

在 整个 流 场 中 流速 势 了 可 以 相差 任 一 常数 而 不 影响 对 流速 场 
的 描述 。 满 足 $ 为 常数 的 曲面 称 为 等 势 面 , 它 的 法 线 方向 即 dy 增 
加 的 方 加 和 流速 问 量 的 方 同 一 致 。 

下 和 面 简 述 流速 势 了 滑 数 的 一 些 特性 . 

(1) 由 数理 方程 理论 知道 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 连续 阴 数 是 调 
和 员 数 。 调 和 也 数 在 整个 域 中 是 解析 了 旺 数 , 即 隐 数 及 其 任意 阶 导 
数 存 在 。 郴 数 的 导数 不 连续 点 只 能 发 生 在 域 的 边界 ,也 就 是 说 奇 
握 只 能 出 现在 边界 上 上 。 

(2) 由 于 拉 普 拉 斯 方程 V*$==0 是 线性 齐 次 方程 , 若 册 , 史 是 
它 的 解 , 则 Ci 风 十 C: 史 也 是 它 的 解 (Ci ,Ci 为 任意 常数 )。 因 此 可 
以 用 简单 的 调和 函数 全 加 为 复 林 的 调和 了 丘 数 ,解决 复杂 边界 的 热 
流 问 题 。 

(3) 由 连续 性 原理 ， 和 


| 5 ds 一 0 (6-1) 


式 中 : S 为 封闭 曲面 面积 ;n 为 曲面 上 一 点 处 曲面 的 外 法 线 单位 
癌 量 。 
六 曲面 外 法 线 方 同 的 导数 为 


d» 
二 — (VH) 。 


即 为 nn 方 品 的 流速 。 式 (6-1) 说 明 通 过 封闭 曲面 的 流量 为 零 , 也 就 
是 流 进 和 流出 的 流体 体积 相等 。 
(4) 流体 内 部 无 论 哪 一 点 上 ,其 流速 势 函 数 风 都 不 可 能 有 极 
大 值 或 极 小 值 。 因 为 若 ”在 某 点 有 极 大 值 (或 极 小 值 ), 可 以 以 足 
够 小 的 封闭 曲面 $ 将 此 点 包围 ,封闭 曲面 全 部 在 流体 内 , 则 对 此 5 
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面 上 每 一点 均 可 得 出 25>>0( 或 中 一 0), 从 而 | 354s > 0 


(或 二 0), 与 式 (6-1) 的 结论 予 盾 。 
(5) 如 果 单 连通 域 边 界 上 流速 势 保 持 常 数值 , 则 域内 流体 为 
静止 的 。 由 动能 定理 出 得 


-和 


式 中 : KK 为 流体 的 动能 ;U 为 流速 的 绝对 值 ,T 王 好 十 zj wk ;n 
为 封闭 边界 的 外 法 线 方向 。 
op 、 


由 于 UU 二 十 人 十 w= 二 (1 


x 
(6-2) 改 写 为 


| 


在 we fds - 0, 因此 得 到 
册 [( 叶 ) + (器 ) + ( 问 ) Jav = 0. 也 就 是 说 流速 势 $ 在 整个 
域内 保持 为 常数 ,而 在 域内 流速 则 应 为 零 , 即 流体 为 静止 的 。 

(6) 由 国体 壁面 所 包围 的 单 连通 域 中 不 可 能 存在 有 势 流动， 
除非 存在 奇 点 ， 

在 1.4.4 节 中 由 流动 的 连续 性 已 经 说 明 流 管 (当然 包括 组 成 
流 管 的 流 线 ) 不 可 能 在 流体 中 开始 或 终止 ,只 能 开始 或 终止 于 流动 
的 边界 上 ,或 者 形成 封闭 的 管 路 。 这 里 的 流动 边界 是 由 固体 壁面 


所 包围 ,在 固体 壁面 上 97 一 v0, 流 线 不 可 能 穿 透 壁面 ,也 就 是 说 


流 线 不 会 由 壁面 开始 或 终止 。 流 线 只 能 是 在 流体 内 部 的 封闭 曲 


(6-2) 


$ 2 


+ (部 ) + (全 ) ,所 以 式 


Oy 


(S$) + ) lav— -| $29as=0 全 


由 Lamb FH. Hydrodynamics, Dover Publication. New York ,1932 ,46 


线 。 而 在 1.7 市 中 又 说 明 单 连通 域 中 ,如 果 流 动 有 势 , 则 流 线 不 可 
能 封闭 ,因为 沿 封 闭 流 线 其 环 量 不 为 零 。 由 此 可 见 由 固体 壁面 包围 
的 单 连通 域内 ,流体 处 于 静止 状态 ,或 者 是 有 涡流 动 , 不 可 能 是 有 势 
流动 。 由 此 还 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 绪论 : 当 单 连通 域 部 分 边界 为 因 
体 壁 面 而 另 一 部 分 为 自由 液 面 时 ,可 能 发 生 无 涡流 动 ,但 随 着 这 种 
无 涡流 动 必 然 同 时 发 生 自 由 液 面 形状 的 不 断 变化 ,从 而 形成 波浪 。 
(7) 流体 所 占据 的 单 达 通 域 空 间 为 固定 不 动 的 边界 所 包围 ， 
其 一 部 分 边界 上 的 流速 势 ”保持 为 同一 常数 值 ,而 其 他 部 分 边界 


上 的 流速 法 线 分 量 3 为 零 , 则 此 空间 内 不 可 能 有 有 势 流动 。 


由 于 在 全 一 0 的 部 分 边界 上 不 可 能 有 流 线 的 进出 , 流 线 只 能 


从 $=C 的 部 分 边界 上 进入 并 从 $==C 的 部 分 边界 上 流出 。 流 速 
势 了 值 沿 着 流 线 应 该 单调 变化 ,流速 向 量 的 方向 与 d$ 增加 的 方向 
一 致 ,因此 不 可 能 在 流 线 的 进入 端 和 流出 端 具 有 相同 的 $ 值 。 


(8) 具有 一 定 边界 条 件 (例如 在 边界 上 给 定 $ 或 于) 的 单 连 


通 域 内 有 势 流 动 的 解 是 惟一 的 。 
假 衣 有 了 两 个 有 势 流 动 Di ,U, 及 其 相应 的 流速 热点 , 风 , 则 二 者 
时 差 也 是 一 个 有 热流 动 的 解 , 并 满足 式 (6-2), 即 


| Ui —U,) * (U, -UddV = || (% 5) (2)qs 


jn 


由 于 已 知 边界 条 件 , 即 在 边界 上 各 一 点 一 多 或 2 一? 中 3， 上 起 


an 
中 石 侧 必 为 零 , 故 左 侧 也 为 零 , 即 在 整个 流域 的 体积 内 Ul 一 U, = 
0, 可 见 Di 与 U; 是 同一 个 解 。 

以 上 的 讨论 主要 针对 以 封 闲 曲 面 所 包围 的 内 部 单 连通 域 ,但 
征 队 有 结论 都 可 以 推广 到 流体 充满 外 部 且 延 健 至 无 穷 远 的 单 连通 
伴 回 的 情形 ,以 及 流体 在 几 个 封闭 曲面 外 部 的 情形 。 这 时 ,在 距离 

» ]/0。 


封闭 曲面 形成 流动 空间 的 内 部 边界 足够 远 的 地 方 取 男 外 一 个 封闭 
WE EER OS PO WE RE ONO NR 

流速 势 $$ 作为 调和 函数 , 它 的 边界 条 件 可 以 是 在 域 S 的 边界 
LL 上 具有 下 列 三 个 条 件 之 一 ， 

(1) 犹 利 克 雷 条 件 (Dirichlet condition ) 

$ | = flxr,y) (6-4) 

式 中 : FCzyy) 为 已 知 。 

(2) 诺 伊 曼 条 件 (Neumann condition) 


an |1 
(3) 罗 宾 条 件 (Robin condition) ,为 以 上 两 种 边界 条 件 的 
组 合 
2 (6-6) 
($6) = YY) 


式 中 : Gy 为 常数 ， | i 
而 在 无 穷 还 处 ,应 满足 该 处 流速 为 无 穷 远 处 未 受 扰动 流速 的 
条 件 。 


6.2 流 国 数 


不 可 压缩 流体 的 连续 方程 为 
i (1-17) 
en 
对 于 二 维 平面 流动 ,在 直角 坐标 系 (xr,y) 中 为 
J Co 
dr dy 
由 此 可 以 定义 一 个 流 限 数 (stream function)y, 使 
/是 一 a (06-58a) 
Oy 


*。 171 。 


vy —— 9 (6-8b) 


由 此 定义 说 明 连 续 方 程 可 自动 满足 。 这 里 并 没有 限制 流动 是 否 有 
势 , 所 以 这 样 定 义 的 流 函 数 对 于 有 势 流动 或 有 涡流 动 都 是 运用 的 ， 
只 要 流动 是 二 维 流动 。 设 涡 量 虽 二 025 十 0Q2yj 十 02zk , 式 中 的 i,] ,Kk 
为 直角 坐标 系 中 沿 坐 标 x,y,z 方向 的 单位 回 量 。 在 二 维 流动 中 ， 


只 有 < 方 加 的 涡 量 (2z 不 为 零 ， Qz= 守 一半 由 无 涡 的 条 件 ， 
zx 一 0, 所 以 
du du 


Fy 9 
+ 0 (6-10) 


说 明 在 有 势 流 动 中 , 流 函 数 yy 像 流速 势 一 样 ,也 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 。 式 (6-10) 对 于 恒 乍 流动 与 非 恒定 流动 均 适 用 。 
下 面 说 明 流 范 数 的 几 个 性 质 : 
(1) 流 场 中 等 流 困 数 线 为 流 线 
由 于 yy 是 x,y 的 也 数 ,其 全 微分 可 写 为 
dy 一 和 dz 十 月 dy 
一 一 dz 十 zdy (6-11) 
沿 某 一 曲线 yy 为 常数 , 即 dy 二 0, 由 上 式 得 
vdzt 十 wdy 二 0 


-二 一 (6-12) 
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(他) = 工 (6-13) 


dx » uu 


下 角 标 表示 求 导 氏 是 在 等 于 常数 的 曲线 上 进行 的 。 常数 的 


每 一 个 数值 代表 看 一 条 流 线 。 这 也 就 是 yy 被 称 为 流 阴 数 的 由 来 。 
(2) 两 条 流 线 之 同 流 芒 数 的 差 全 

等 于 通过 这 两 条 流 线 之 间 的 流量 。 
如 图 6-1 所 示 , 两 条 流 线 分 别 为 

J 二 内 ,J 一 如。 在 两 条 流 线 之 间 任 意 取 

连 线 AB, 由 于 所 考虑 的 是 平面 问题 ， 

在 z 方 同 包 括 流 线 及 AB 连 线 均 为 无 图 6-1 两 条 流 线 之 

穷 长 的 柱 面 ,这 里 在 方向 均 取 单位 长 间 的 流量 

度 。AB 线 填 某 一 点 处 取 微 元 dz 与 dy, 通 过 它们 的 流速 分 别 是 vw 

与 x。 于 是 通过 AB 的 流量 为 


B 
q= | nd 
各 


B 
一 | (un vn,}di 
A 


= | Gdy — vdx) (6-14) 
由 式 (6-11) 积 分 可 得 
[ay 四 | (udy — vdz) Ce 
比较 式 (6-14) 与 式 (6-15) 即 得 
迪 一 儿 二 9 


(3) 流 线 与 等 热线 (equipotential line) 互 相 正 交 。 
平面 势 流 中 为 (x,y) 的 函数 ,其 全 微分 为 


“: /3 


dy 一 97 dz 十 98d、 
dx dy 


= udr +t vdy (6-16) 
等 热线 上 $8 二 const, 则 dg 一 0, 即 
dz 十 zdy 二 0 (6-17) 
或 与 为 
dy u 
dy\y uu go 
( 写 ) 7 (6-18) 
由 式 (6-13) 与 式 (6-18) 得 
dy dy VU u 
dyy /dyyY vv_,/_ wy 
(全 ) (至 ) 1 ( 1) ) ] ( 19) 


流 线 上 一 点 的 斜率 与 该 点 处 等 势 线 的 斜率 的 积 为 一 1, 说 明了 两 种 曲 
线 互 相 正 交 。 这 一 点 是 下 面 6.3 节 所 讨论 的 流 网 (flow net) 的 
基础 。 
(4) 流 函 数 的 物 面 边界 条 件 
在 2. 3 节 中 己 经 说 明 在 理想 流动 中 流体 的 固体 边 窜 必然 是 一 
条 流 线 。 由 流 函 数 的 性 质 已 知 流 线 即 等 流 函 数 线 , 因 此 物 面 条 件 
可 以 与 为 
Ws = const (6-20) 
式 中 : 2 表示 沿 固体 的 边界 。 
通常 令 固 体 边 界 的 流 函 数 为 零 ,因此 物 面 边界 条 件 通 季 与 为 
Wy, = 0 (6-21]) 


6.3 流 网 


恒定 平面 势 流 中 由 一 族 等 势 线 和 一 族 流 线 所 构成 的 正 交 网 格 
称 为 流 网 。 绘 制 流 网 是 求解 平面 势 流 问题 的 一 种 方法 ,是 数值 计 
。 ] 74 。 


算 方 法 普遍 应 用 之 前 工程 界 比较 通用 的 方法 。 
图 6-2 所 示 为 流 网 中 的 一 个 网 格 。 首 先 , 如 6.2 节 所 述 , 流 线 
ee 流 网 中 每 一 NU di 


与 dm 之 比 到 /等 于 $ 与 的 增值 之 比 四 。 如 取 dg 一 dyw, 则 网 格 为 
下 方形, 由 式 (1-56) 知 


dj$ =u. dl= udl (6-22) 
由 流 融 数 的 性 质 知 两 根 流 线 之 间 的 流量 
dg 等 于 该 两 流 函 数 的 差 值 dy, 即 
dj =dg=udn (6-23) 
于 是 可 知 在 流 网 中 
和 = 人 =1 (6-24) 


即 df 二 dn, 所 有 网 格 均 为 正方 形 。 

由 于 流 网 的 这 种 特性 ,因此 可 以 通 
过 流 网 求 得 在 流 场 中 的 流速 分 布 ,进而 
通过 伯 努 利 方 程 求 得 压强 分 布 。 由 流 网 可 以 看 出 当 两 条 流 线 的 间 
距 愈 大 , 则 流速 愈 小 ;反之 知 间距 愈 小 则 流速 愈 大 。 对 于 不 恒定 流 
动 流 网 是 随时 间 而 变化 的 。 

图 6-3 表示 绕 一 圆 头 物体 流动 的 流 网 ,并 且 给 出 由 此 求 得 的 


沿 GS 线 及 固体 边界 SS 上 相应 点 处 的 流速 分 布 一 一 和 压强 分 布 


a 
1 Pu 
2 OU 


体 扰 动 影响 的 压强 。 
图 6-4 表示 平板 闸门 下 洪流 的 立 面 流 网 , 阐 门 上 下 游 均 为 有 
自由 水 面 的 情况 。 流 网 中 的 S 点 均 表 示 驻 点 。 


图 6-2 流 网 
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图 6-3 贺 头 物体 绕 流 流 网 9 


[ee 


闸门 上 的 
压强 水 类 
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图 6-4 阅 门 出 流 流 网 


6.4 复 势 与 复 速度 


平面 势 流 中 流速 分 量 w 和 w 既 用 流速 势 了 ,也 用 流光 数 y 表 
示 ，, 即 


可 见 多 与 少 满 足以 下 关系 : 
区 = 欧 Co 
2 = 一 小 人 


这 是 一 对 很 重要 的 关系 陈 , 在 数学 分 析 中 称 为 柯 西 - 黎 曼 条 件 。 
由 于 平面 势 流 中 $ 与 乡 是 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 的 两 个 调和 函数 ,由 
它们 可 以 构成 一 个 复 变 解 析 盟 数 FE(z)。 和 定义 下 (=) 为 
F(z) 一 gzyy) 十 iVCzyy) (6-26) 
式 中 : 2 一 工 十 13 为 复 变 量 。 
如 末 下 (xz) 为 解析 图 数 ( 见 附录 亚 .4) ,也 就 是 说 在 域 中 某 


一 点 mm 及 其 邻 域 呈 存在 ,而 且 打 值 与 所 取 方向 无 关 ,这 时 和 4 


自动 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 。F(z) 的 实 部 (real part) 为 势 函 数 , 虚 部 
(imaginary part) 为 流 阴 数 ,Ff(z) 称 为 复 势 (complex potentlal) 。 
显然 ,平面 势 流 几 然 对 应 一 个 确定 的 复 势 ,而 一 个 复 势 也 代表 一 种 
平面 奴 流 。 应 用 复 变 畏 数 的 方法 去 解 平面 努 流 问题 将 可 以 避免 解 
侨 短 分 方程 式 的 困难 。 

用 复 势 来 描述 有 势 流 动 时 ,为 一 个 重要 的 物理 量 是 复 势 F(z) 
对 z 的 微分 。 即 
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dF 


由 于 F(x) 为 解析 函数 , 守 的 值 与 所 取 方 向 无 关 ( 见 附录 轩 .4 节 )， 


因此 可 以 沿 工 轴 进 行 微分 运算 ,得 


W(z) = SE 9 +i 


ox dx 9x 
从 而 可 以 得 到 复 势 的 导数 与 流速 的 如 下 关系 : 
W(z) 一 & 一 im (6-27) 
根据 这 个 式 子 ,W(z) 称 为 复 速 度 (complex veloclity) 。 
复 速 度 允 (xz) 的 共 斩 末 数 (com- 
plex conjugate)( 见 附录 生 .1 7P) 


We) = tiv (6-28) 
dz 


称 为 共 轮 复 速 度 。 图 6-5 表示 在 六 
面 坐 标 中 的 复 速 度 及 共 斩 复 速度 。 
复 速 度 的 模 人 (modulus ) 为 


下 | =VeT7F-U (6-29) 


表示 复 速 度 的 绝对 值 。 速 度 回 量 与 
zx 轴 的 夹 角 为 a, 则 复 速度 也 可 表示 为 
W(z) = Ue (6-30) 


OO x 


图 6-5 复 可 度 与 共 示 复 速度 


CQ :一 arctan 一 (6-31) 


a 称 为 复 速 度 的 幅 角 Cargument) ,简写 为 argW (z)， 

在 某 些 情况 下 ,圆柱 坐标 要 比较 方便 ,因此 下 面 给 出 圆柱 坐标 
中 速度 与 复 速 度 的 表达 式 。 图 6-6 表示 一 流速 向 量 w 在 直角 坐标 
系 中 分 解 为 工 轴 上 的 x 和 y 轴 上 的 ”两 个 速度 分 量 。 在 圆柱 坐标 
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上 则 & 分 解 为 笃 向 的 x, 和 圆周 回 的 ze 两 个 流速 分 量 。 由 图 可 得 
到 以 下 关系 : 
u = xcos0 ~ uosing 
v= wu,sin0 + uecosd 
代入 复 速 度 的 表示 式 (6-27) 中 ,得 到 以 
柱 坐 标 表 示 的 复 速 度 为 
W = (wu,cos0 — wsind) — i(wu, sin0 十 zwcosO) 


一 u,(cOs0 — ising) — iue (cost 一 ising) 


图 6-6 圈 柱 坐标 与 直角 


= (uu, ~— lue) (cos0 ~— 1sin0) 


z 坐标 中 这 度 分 量 表 示 法 
— (u,— ius)e™™ (6=32) 
复 势 具有 以 下 的 性 质 . 
(1) 复 势 F(z) 可 以 相差 一 任意 常数 而 不 影响 所 代表 流 场 的 
流速 和 压强 。 


(2) 复 势 F(z) 等 于 常数 也 就 是 表示 》%(Czyy) 一 const 和 wz， 
y) 一 const ,而 它们 分 别 代 表 流 场 中 的 等 势 线 和 流 线 , 而 且 等 势 线 
与 流 线 正 交 。 

(3) 复 速度 沿 闭 曲 线 工 的 积分 ， wp 曲线 工 的 环 
量 , 市 其 虚 部 表示 穿 过 封闭 曲线 工 的 流量 ,有 


他 dz = 中 re bd 二 中 a 1 “dl+ib dg 


dF , | 


以 F(z) 为 未 知 明 数 求解 绕 流 问题 ,其 边界 条 件 如 下 : 
(1) 在 物 面 上 , 复 势 的 虚 部 ImF(z) 为 


ImF(z) = y= const (6-34) 
(2) 在 无 穷 近 处 , 共 斩 复 速度 的 分 量 
一 二 (6-35) 
之 


分 别 等 于 无 穷 远 处 的 流速 分 量 wk 与 we 。 
。 1 79 。 


6.5 几 个 基本 的 平面 势 流 
本 节 中 给 出 几 个 基本 的 也 是 最 簿 单 的 平面 努 流 ,由 它们 的 组 
合 可 以 给 出 复杂 边界 流动 的 平面 势 流 解 。 
6. 5. 1 均匀 流动 


复 变 量 的 最 简单 的 解析 函数 就 是 这 个 复 变数 > 自身 的 倍数 。 
与 此 相应 的 流动 则 是 均 勺 流动 。 例 如: 当 这 个 倍数 为 复数 时 , 复 
势 可 与 为 


F(z) ~ Ue “yz (6-36) 
式 中 ， U,a 为 实数 。 
相应 的 复 速 度 W(z) 为 
Wr(z) = 人 一 Ue = U(cosa—isina) =u—m 1v 
u = Ucosa, v= Usina (6-37) 


式 (6-37) 表 示 一 个 流速 场 ,流速 均匀 分 布 , 其 大 小 为 U, 其 方向 与 
实 轴 成 a 和 角 ,如 图 6-7? 所 示 。 与 复 速度 共 罗 的 函数 为 
W(xz) = Uea (6-38) 


~ eT 
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> 4 
图 6-7 均匀 流 
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式 (6-38) 表 示 流 速 问 量 。 


当 ca 一 0 , 则 
W(z)=U (6-39) 
是 表示 沿 x 轴 的 均匀 流动 。 
当 a 一 本 , 则 
Wt(z)=—1U (6-40) 


是 表示 与 y 轴 平 行 的 均匀 流动 。 
由 式 (6-26) 和 式 (6-36) 可 得 F(z) 为 
F(z) = $+ig = Ue™z = U(cosa—isina)(rt 1y) 
展开 后 得 
$ig = U(rcosat ysing) + iU(— rsine 十 ycosa) 
所 以 


$ = U(xrcosat ysina) 
(6-41) 


$= U(— rsinat ycosa) 
6.5.2 源 、 汇 与 涡 


平面 势 流 中 自 一 点 以 恒定 流量 流出 的 均匀 径 同 流动 , 称 为 源 。 
反之 ,如 果 一 定 的 流量 均匀 地 由 四 周 流入 该 点 , 称 为 汇 。 所 有 流体 
质点 皆 绕 一 点 作 圆 周 运 动 且 流 速 与 距 该 点 的 径 长 成 反比 的 流动 ， 
称 为 涡 (vortex)。 源 、 汇 与 涡 从 数学 上 看 都 是 复 势 与 z 的 对 数 lnz 
成 比例 的 流动 。 
用 复 变 数 z 的 模 为 x , 幅 角 为 4 表示, 即 
之 二 工 十 1y 一 re™ 


规定 对 数 函 数 Inz 在 主 值 范围 0 码 9<27 内 取 值 , 令 
F(z) = lng (6-42) 
27 


式 中 : m 为 实数 。 
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则 


F(z) =$ + iy 一 onlnr ti 7-0 


人 

¢ 一 元 in7 
人 

Y 一 元/ 

由 此 可 计算 径 向 流速 u, 及 贺 局 向 流速 xe。 郧 
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式 (6-43) 说 明 流 动 的 等 势 线 是 > 一 const 的 一 


(6-43a) 


(6-43b) 


(6-44a) 


(6-44b) 


族 俩 而 流 线 是 自 源 


点 出 发 的 径 回 直线 9 一 const, 如 图 6-8 所 示 。 图 中 实 线 为 流 线 , 虚 


线 为 等 势 线 。 这 个 流动 称 为 源 。 在 

源 的 流动 中 径 疝 流速 随 半 径 r 的 增 

加 而 成 比例 减 小 。 因 此 源 所 在 的 

点 ,在 图 6-8 中 即 为 原点 ,其 流速 u 
为 无 穷 大 ,流速 明 数 的 连续 性 遭 到 
破坏 ,是 一 个 奇 点 ( 见 附录 亚 .5 节 )。 


对 于 源 点 ,m 表示 直线 线 源 (三 维 ) 、 


单位 长 度 上 (二 维 ) 的 流量 , 常 称 为 
源 的 强度 。 
绕 源 点 的 环 量 了 为 


2 
rbud ud-0 
1 0 


小 
& 


图 6-8 源 


由 源 点 流出 的 流量 Q 在 任意 x 的 圆周 上 都 是 相同 的 ， 


2 
Q=| urdd—= m0 


(6-45) 


如 有 果 源 并 不 处 于 原点 而 是 处 于 z= 二 zo 点, 则 源 的 复 势 可 写 为 


* 182 。 


2 A (6-46) 


2 

如 果 式 (6-42) 或 式 (6-46) 中 的 m 过 0, 则 表示 “ 汇 ”。 

流 线 和 等 势 线 是 两 族 互 相 正 交 的 曲线 。 单 纯 从 几何 的 观点 来 
看 , 取 哪 一 族 曲 线 为 等 势 线 , 取 哪 一 族 曲 线 为 流 线 并 无 不 同 , 因 此 
这 两 族 困 数 2 与 w 称 为 共 斩 图 数 Cconjugate function)。 如 果 能 求 
出 荣 一 流动 问题 的 解 , 如 得 到 人 它 满 足 边 界 条 件 的 流速 势 沁 数 ? 了 的 
分 布 ,当然 也 就 得 到 流 苯 数 少 的 分 布 。 这 时 也 就 得 到 了 另外 一 个 
平面 问题 的 解 ,在 这 个 问题 中 多 将 作为 流速 势 而 ? 则 作为 流 函 数 。 

这 里 对 “ 源 ”" 作 这 样 的 处 理 , 把 源 点 的 等 势 线 作为 流 线 而 把 源 
已 的 流 线 作为 等 妈 线 ,从 而 得 到 一 种 如 图 6-9 所 示 的 流动 一 涡 。 
这 种 互 换 只 需 将 源 的 复 势 式 (6-42) 乘 以 一 i, 即 
— 1 
ZT 
这 时 复 势 F(z) 与 lInz 的 比例 常数 为 
虚数 。 由 复 势 可 以 确定 流速 势 了 为 


$ = 一 0 (6-48) 
2T 


Inzx (6-47) 


F(z)= 


流 晒 数 为 


mm 


y= x17 (6-49) 


用 求 复 速度 的 方法 确定 流速 场 。 复 
速度 W(z) 为 


_dF_d/_m,, 
A | In | 
mm -yw _ 
2 Tv 2Tr Se 
从 而 由 式 (6-32) 得 
2U 二 0 (‘6-51a) 
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HH 一 一 5 (6-51b) 
等 势 线 为 自 诛 点 出 发 的 径 同 直线 (图 6-9 中 的 虚线 ) 而 流 线 则 为 一 
族 圆 (图 6-9 中 的 实 线 ) ,0 时 we 为 正 , 表 示 反 时 针 方 向 流动 。 
涡 的 强度 可 以 环绕 它 封 闭 流 线 的 环 量 古来 表示 , 即 


及 一 ba 。 di = | urdb 一 mm 
可 以 将 复 势 式 (6-47) 中 的 产 代 以 卫 , 则 涡 的 复 势 为 


F(z)=—i Ing (6-52) 
27n 
如 果 澳 不 在 原点 ,而 是 位 于 z= 二 zo 处 , 则 复 势 为 
F(z) — itiIn(z— w,) (0-53) 
2 
由 沉 点 同 外 射出 的 流量 显然 为 看。 式 (6-52) 或 式 (6-53) 所 代表 


的 涡 称 为 自由 涡 (free vortex)。 也 就 是 说 涡 所 在 的 点 为 一 奇 点 ， 
任意 个 包围 此 奇 点 的 封闭 曲线 , 环 量 将 为 零 ,因而 流动 都 是 无 涡 
的 ,所 有 环 量 和 涡 量 都 只 是 集中 在 涡 点 上 。 在 涡 点 处 流速 为 ce , 流 
动 的 连续 性 遭 到 破坏 ,而 且 在 涡 点 卫 不 为 零 , 流 动 的 无 涡 性 也 章 
到 破坏 ,此 点 同样 为 一 奇 点 。 


6. 5.3 绕 角 流 动 


复 势 于 z" 成 比例 的 流动 为 统 角 流动 ,如 图 6-10 所 示 。 这 类 
流动 的 复 势 为 
F(z) = Uz" (6-54) 
式 中 :U 为 实数 ,n 为 正 实数 。 
1. 当 ?一 1 其 复 劳 表示 如 下 : 
F(z) = Uz (6-55) 
复 速 度 W(xz) 为 
W(z)=U (6-38) 
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图 6-10 绕 角 流动 


即 全 部 流 场 内 的 流速 均 为 品 , 即 均匀 流 , 如 图 6-10(d) 所 示 。 
2. 当 nn 之 1, 令 z= 二 re” ,将 复 势 中 实 部 与 虚 部 分 开 , 表 示 如 下 : 
F(z) = Ur’"cosnd iUr’sinngd (6-56) 
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可 见 流速 势 ?与 流 枉 数 Y 分 别 为 
$ = Ur"coszlb (6-07/a) 
y= Ur"sinnd (6-57b) 


当 9 一 0 和 0= 袜 时 流 函 数 y=0, 说 明 : 这 两 条 流 线 是 两 条 相当 于 


固体 边界 的 边界 线 ,流动 正 是 在 这 两 条 边界 线 内 发 生 的 角 阳 内 的 
流动 ,如 图 6-10 中 的 (a),(b),(c)。 图 6-11 更 比较 详细 地 绘 出 了 
这 种 流动 的 流 线 和 等 势 线 。 复 速度 可 由 复 势 微分 给 出 


W (zz) 一 dF — pnUe"-! 
dz 


1 :rn .11 由 
_ nr” 上 ea 1) 


= (nUr” cosn0 inUr" lsinnO)e 


u, ~ nUr” cosng (6-58a) 
us =— nUr"™ sinngd (6-58b) 


在 0<9< 志 区 域内 u, 为 正 而 ve 为 负 , 在 二 9<< 一 区 域内 ,为 
负 而 us 仍 为 负数 , 即 顺 时 针 方 向 . 


图 6-11 角 阳 内 流动 


当 n= 二 2 时 是 角 隅 内 流动 的 一 种 特殊 情形 , 称 为 驻 点 流动 (stagna- 
tion point flow) ,如 图 6-12 所 示 。 对 于 驻 点 流动 的 复 势 表示 如 下 : 
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F(z) 一 ULUz- 


y 
—{UUr’*cos20+iUr’ Sin20 
-iil 
流速 势 ? 与 流 函 数 Y 分 别 为 
2 一 Lrcos20 
0O 
(B00 77 
= Ur sin20 图 6-12 驻 点 流动 
(6-60b) 


当 9=0 和 时 ,相当 于 固体 的 边界 线 , 而 当 9= 亏 时, 则 相当 于 驻 
点 流动 的 对 称 中 线 , 同 时 这 些 线 也 是 流 线 。 其 复 速 度 W(:) 为 


Wa De CO 6S 

在 直角 坐标 内 , 复 速 度 为 
Wi(z)= uO—1iv = 2U(x+ 1y) 

印 

4 一 “LU (6-62a) 

v=— 2Uy (6-62b) 
而 在 极 坐 标 内 则 复 速 度 为 

u,— 2Urcos20 (6-63a) 

us—=— 2Ursin20 (6-63b) 
在 坐标 原点 (x 二 0,y 一 0), 流 速 4 二 0,v 二 0 为 驻 点 。 如 果 驻 点 位 
于 zo , 则 该 驻 点 流动 的 复 势 为 

F(z) ~ U(z— zo ): (6-64) 


驻 点 流动 的 流 线 方程 式 可 由 %> 一 并 一 二 Y 积 分 求 得 
TY = const 


所 以 流 线 为 一 族 以 工 办 和 >y 轴 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 当 流动 恒定 


时 ,压强 分 布 可 由 伯 努 利 方程 式 (2-98) 记 十 全 -一 const 得 出 。 此 
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时 令 驻 点 压强 为 po，, 则 


Pf _ A4(Cx? 十 y) 
Bou 


等 讨 线 是 一 族 同心 的 圆 。 
3. 当 mn<<l 时 ,为 绕 锐角 外 部 的 流动 。 例 如 图 6-10 中 (Ce) 所 


表示 的 一 二 ,为 绕 直角 外 部 的 流动 。 当 n 一 也 时 得 到 一 个 绕 平板 


Tn 


前 缘 的 流动 ,这 时 可 理解 为 4 一 0 和 0 一 元 一 [万 一 2r 为 两 条 零 流 
线 , 所 以 是 在 2r 角 内 的 流动 。 平 板 前 缘 的 绕 流 是 一 种 很 重要 的 平 
面 势 流 ,本 节 中 予以 详 述 。 当 m 一 本 , 复 势 为 
F(z) = Uz7™ (6-65) 
U 为 实数 , 令 < 二 re”, 于 是 
F(z)— U(re”)? 


一 Urtcos 5 +iUrisin 了 (6-66) 

可 得 流速 势 了 和 流 顺 数 y 为 
y 一 Uricos 5 (6-67a) 
p= Urisin 5 (6-67b) 


图 6-13 中 国 出 了 等 势 线 和 流 线 。 在 0<0<r 的 区 域内 流速 势 函 

数 为 正 值 ,而 在 "二 9 二 27 的 区 域内 流速 势 孙 数 了 为 负 值 , 当 

9 二 x 时 ,$ 一 0, 读者 需要 注意 在 900 和 09=7 的 分 阳线 以 上 和 以 下 

的 等 势 线 也 是 被 分 隔 的 。 流 速 的 方向 可 由 复 速 度 W(z) 确 定 。 
dF U UU 


_dF UU 0 .Qi 
WT 7 (eos 7 十 1sIn 2 )e (6-68) 


从 而 得 到 径 向 和 圆周 向 流速 为 
。 188 。 


人 (6-69a) 
2r7 

Wn 一 一 ee sn LC (6-69b) 
2 4 


由 此 可 见 : 在 0 二 9<<x 区域 >0,x<0, 而 在 r<<l0<2r 区 域内 
则 xx,<0,xe<0。 流 速 方向 如 图 6-13 中 所 示 。 在 平板 前 缘 ~ 一 0 
点 处 流速 变 为 无 穷 大 ,这 个 点 是 可 点 。 


80= 0(% =0) 


0=2n(y=0) 


图 6-13 平板 前 缘 绕 流 “ 
当 n< 志 ,由 于 六 ER 所 ? 


代表 的 流动 的 流 线 彼 此 相交 ,如 图 
6-14 所 示 , 因而 在 物理 上 没有 意 


义 ,所 以 绕 角 流动 中 限制 4 


6. 5.4 偶 极 子 


一 对 相同 强度 的 源 与 汇 在 平面 
上 无 限 靠近 , 当 它 们 之 间 的 距离 为 图 6-14 n< 广 的 流动 
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(a) 


(b) 


图 6-15 ” 偶 极 子 

无 穷 小 量 ,而 强度 与 距离 的 乘积 却 趋 近 一 个 有 限 值 时 ,这 一 对 源 与 
汇 组 成 一 个 侦 极 子 (doublet)。 设 强度 为 m 的 源 位 于 z= 二 e 点 ,而 
强度 同样 为 m 的 汇 位 于 z= 二 一 e 点 ,这 时 在 工 轴 上 形成 正 z 方 加 
的 流速 ,如 图 6-15。 定 义 该 源 与 汇 为 正 偶 极 子 ,其 复 势 为 


F(z)= ln(z—e) ln(z 十 €) 
2 工 2 


令 e 一 0 而 m 一 oo 使 m(2e) 二 4 二 const,p 为 偶 极 于 的 强度 或 称 偶 
极 和 挎 (Cdipole strength ,dipole moment)。 式 中 的 (1 十 三 ) 用 短 级 


数 展开 为 


式 中 : of < 表示 为 二 阶 以 下 的 小 量 ， 
所 以 
F(z) = 至 in| 1 二 +o( 三 ) | 


a (6-70) 


式 中 将 对 数 函 数 已 展开 为 级 数 。 式 (6-70) 为 偶 极 子 的 复 努 。 也 
就 是 一 个 源 和 相同 强度 的 汇 放 在 一 起 ,距离 其 近 时 的 登 加 。 为 了 
得 到 相应 的 流 场 ,可 将 式 (6-70) 作 一 些 变化 , 设 z= 二 x 十 iy, 与 其 共 
斩 的 复数 z 一 z 一 1y, 则 


四 ft ee 
Se 2Tz IN ne y) 
从 而 可 知 , 当 汪 十 y= 二 7 时 ,得 
__ Hr __ Wcosd _ 
a 2nr 277 0 
ky psing | 
! 一 2r72 2rr 人 
流 线 方程 式 为 
psing _ 
人 C (6-73) 
或 者 与 为 
2 Y/Y _ 
+ (» rr | red SO) 


说 明 流 线 是 一 族 圆 ,圆心 在 rf 一 0,y 二 7 上 ,而 半径 7 二 Tc' 见 


图 6-15 所 示 。 流 场 的 复 速 度 为 


W(z) 二 竺 =_ (6-75) 


dz ZN 
将 z= 二 re 代入 上 式 , 可 得 流速 。 即 


W(z) 一 re 


27r 
一 区 (cos0 一 ising)e (6-76) 
y 
u, =— FL os (6-77) 
r 
us 一 sin 人 (6-78) 
r 


位 于 流 场 中 任意 一 点 xz 二 zo 处 的 偶 极 子 , 其 复 势 为 


F(z) = (6-79) 


a 
偶 极 子 常 被 用 来 与 其 他 基本 势 流 善 加 ,以 得 到 比较 复杂 的 流动 的 
解 。 偶 极 子 中 如 果 源 与 汇 的 位 置 互 换 , 则 为 负 的 偶 极 子 , 但 其 复 势 
应 为 正 值 , 即 


F(z) = -A (6-80) 
IA 


从 而 流速 的 方 同 与 图 6-15 相反 。 总 之 流速 方 同 应 该 是 自 源 点 出 
来 而 进入 汇 点 ,在 工 轴 上 的 流速 方向 决定 偶 极 子 的 正 负 。 

由 式 46-77) 和 式 46-78) 还 可 得 出 ,在 距 偶 极 子 > 处 流速 的 绝 
对 和 值 为 lu|。 即 


| | 一 VE 十 = 2 (6-81) 


由 此 可 见 : 以 偶 极 子 为 中 心 的 圆周 上 各 点 的 流速 值 为 常数 且 与 r: 
成 反比 。 当 一 -0,|al~-co, 所 以 偶 极 子 也 是 流 场 中 的 一 个 奇 点 。 
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6.6 圆柱 绕 流 


在 讨论 了 一 些 基 本 的 平面 势 流 解 后 ,本 节 将 研究 的 是 ,使 它们 
进行 登 加 以 解决 某 些 实 际 流动 的 问题 。 最 基本 的 例子 是 用 势 流 赫 
加 方法 研究 圆柱 绕 流 。 

6.6.1 无 环 量 圆 柱 绕 流 

将 均匀 流 与 位 于 原点 的 偶 极 子 便 加 ,所 形成 流动 的 复 势 可 由 
式 (6-36) 和 式 (6-70) 得 到 

sD = (6-82) 
这 里 均匀 流 的 复 势 是 令 式 (6-36) 中 a=0°, 即 流动 为 沿 x 轴 的 自 


左 回 右 的 均匀 流动 ; 偶 极 子 是 源 点 在 左 , 汇 点 在 右 所 组 成 负 方 向 的 
偶 极 于 。 如 图 6-16 所 示 。 复 速度 可 以 得 出 为 


W(xz)= =U—-£, (6-83) 


如 果 今 WU 7 二 0, 可 以 找到 流 场 中 相当 于 驻 点 的 位 置 。 


下 
qa= /Ht 
了 TEL 


id 


(a) (b) 


图 6-16 均匀 流 与 偶 极 子 合 加 


这 时 


+ _ 
U po 9 
2 上 
~ 9xU 
~、 a 
> 一 二 27U ta 
如 图 6-16 中 的 S; 和 Ss 点 为 驻 点 。 将 a 的 数值 ,a? 一 代入 式 
(6-82) ,得 
a A 
F(z) = Uz +US 一 Ul(z 十 二 | (6-84) 
引入 z 二 re” ,得 
.8 8 , 
F(Z) 一 U(re te )= $+ iy (6-85) 
展开 式 (6-85) 可 得 流速 势 了 及 流 函 数 y. 攻 
2 
一 U(- 十 和 jcosb (6-86a) 
六 
J = U(r 于 )sing (6-86b) 
流速 也 可 由 此 得 到 
2 
u, = 并 =U(1 一 竺 )cos0 (6-87a) 
ug 一 a9 =—U(1 + 扫 )sin0 (6-87b) 
rgb 六 


关 ww 是 以 递 时 针 方向 为 正 ,此 式 中 的 负 号 说 明 ws 是 沿 正方 向 
的 。 在 远离 圆 形 边 究 印 r 污 a 处 ,u, 二 Ucos0,w 二 一 Usin0, 而 流速 
的 绝对 值 | /下 三 | 二 U。 说 明 这 些 地 方 的 流动 并 未 受 到 影响 。 
当 0=0.9 一 x 或 r=a 时 ,一 0 为 零 的 流 线 ,可 以 假定 这 些 边界 为 
加 体 边界 。 在 ”一 的 贺 形 边界 上 ,一 0, 即 到 二 95 一 w 一 0, 说 明 
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这 个 边界 上 没有 流动 穿 过 ,为 不 透水 边界 。 图 6-17 为 式 (6-84) 的 
复 势 所 表示 的 流动 和 绕 过 以 a 为 半径 的 圆柱 体 的 流动 ,二 者 完全 
相同 。 由 图 6-17(a) 看 出 由 偶 极 子 引 致 的 流动 完全 限制 在 r=a 
的 圆 内 ,而 均匀 流 则 受 偶 极 子 的 影响 而 形成 绕 r 二 a 的 圆柱 绕 流 流 
动 。r 二 a 的 圆周 对 于 其 内 外 的 两 个 流 场 是 共同 的 。 在 这 种 流动 
情况 下 如 果 用 一 个 半径 为 a 的 薄 金 属 圆 壳 在 流 场 中 > 一 4 的 流 线 
位 置 处 插入 , 则 流动 并 不 会 受到 扰动 。 这 时 圆 充 内 的 由 偶 极 子 引 
致 的 流动 可 以 移 去 而 并 不 影响 外 部 的 流动 。 圆 壳 内 部 当然 可 以 以 
物料 填充 成 为 圆柱 体 。 这 就 是 用 均匀 流 与 偶 极 子 全 加 形成 圆柱 绕 
流 的 原因 。 


Ne 一 一 
区 生 


(a) (b) 


图 6-17 圆柱 绕 流 (无 环 量 ) 


由 式 (6-87) 可 知 , 在 圆柱 面 上 ,r= 二 a 时 
us =—— 2Usind (6-88) 


9 二 0,x 处 w= 二 0, 在 柱 面 上 ,二 0, 所 以 这 两 点 为 驻 点 ,在 9 二 二 时 


Ww 二 一 2U ,为 切 问 最 大 流速 的 位 置 。 
对 于 恒定 无 放流 动 ,但 努 利 方程 为 


2 
BC (2-98) 
对 于 无 穷 远 未 党 扰动 流动 , 即 p= 二 pp ,wu 二 =U, 代 入 上 式 得 常数 C= 
p 十 5 从 而 可 知 流 场 中 一 点 处 的 压强 户 。 好 
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_ row coU _ pu 
P= p+ 2 


在 柱 面 上 4, 一 0,uw 二 一 2Usint, 压 强 p 为 
2 
P= pp. 二 名- — 20U°sin 0 = C— 2p0U’ sin’0 


作用 于 单位 长 度 贺 柱 面 上 的 合力 DD 为 
D=| —pndS=0 


这 是 由 于 圆柱 面 上 的 压力 分 布 在 上 下 和 左右 之 间 均 对 称 的 缘故 。 
这 个 结论 就 是 所 谓 的 达 衣 贝尔 疑 题 (D Alembert paradox), 因 为 
这 是 没有 考虑 流体 的 粘性 而 导致 的 结果 。 这 个 结果 显然 与 物理 现 
实 相 违背 。 在 粘性 流体 力学 中 可 以 知道 : 在 绕 流 物体 表面 上 将 存 
在 一 极 薄 的 边界 层 , 粘 性 作用 将 主要 体现 在 边界 层 中 ,而 边界 层 外 
界 的 流动 将 由 势 流 解 确定 ,因此 研究 势 流 理论 仍 具 有 重要 意义 。 


6.6.2 有 环 量 贺 柱 绕 流 


本 节 中 将 说 明 绕 流 物体 的 环 量 将 产生 作用 于 该 物体 的 升力 
(jift), 仍 以 圆柱 体 为 例 。 在 6. 5.2 节 中 已 说 明 涡 点 形成 的 是 一 族 
同心 加 的 流 线 ,可 以 设想 如 果 把 涡 便 加 于 上 节 的 绕 圆柱 流动 上 ,将 
可 得 到 有 环 量 的 圆柱 统 流 , 复 执 为 


F(z) = U(z 十 生计 并 lnz 十 C 


这 里 谷 加 的 是 一 个 负 方 向 的 涡 , 因 为 这 样 可 以 得 到 正 的 升力 。 上 
式 中 还 加 了 一 项 常数 C, 原 因 是 在 无 环 量 圆柱 绕 流 中 > 一 a 时 流 也 
数 不 仅 等 于 常数 而 且 是 零 . 即 Y= 一 0, 这 条 流 线 是 零 流 线 。 但 当 至 
加 涡 以 后 ,在 r= 二 a 时 流 哺 数 尽 管 仍 是 常数 但 不 是 零 。 为 了 使 r= 
a 时 y= 二 0 可 以 带 来 不 少 方便 ,因此 在 复 势 中 增加 一 项 常数 项 C 以 
达到 这 个 目的 。 而 在 复 势 中 增加 一 个 常数 ,根据 6.1 节 ,6.2 节 的 
讨论 ,对流 场 并 无 改变 ,流速 各 压强 的 分 布 均 不 受 影响 。 为 确定 常 
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数 C 值 , 须 计 算 r=a 时 的 流 函 数 ,使 xz 一 ce ,其 复 势 为 


F(z)= U(ae" +ae 9 十 区 lnae’ le 


= 2Uzcosg 一 区 0 十 苍 lna 十 CG 
由 此 可 见 : 在 + 一 a 的 圆周 上 流 函 数 确 是 一 个 常数 ,如 使 C= 
一 并 Ina, 则 % 一 0, 这 样 就 确定 了 C 值 。 最 后 复 势 可 写 为 


oe U (z++ 守 + In 三 (6-89) 


式 (6-89) 表 示 一 流速 为 U 的 均匀 流 流 过 一 半径 为 a 且 有 一 强度 
为 卫 的 负 涡 所 环绕 的 圆柱 体 的 流动 。 将 z==re" 代 入 ,得 


F(z) = U(re’ Se*)+(In +i0) 


7 
流速 热风 和 流 函 数 Y 分 别 为 
2 
fg 一 U (r+ jcosg 一 和 (6-90a) 
$= U 人 r 一 乞 )sing 十 并 mn 工 (6-90b) 
复 速 度 W(z) 为 
Tl 
We x ZN YZ 
We 
=Ul1 和 He 
a g a’ 一 请 HH 一 过 
=|ufs Bp 


-=o 各)eosor [v(t 和)sinpt Rbe co 


可 得 流速 为 
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< 
一 UL 一 熏 )cosg (6-92a) 
六 


2 
ww = US)sin0— (6-92b) 
r 27Nr 
在 圆柱 表面 上 r= 二 a 时 ,由 (6-92) 得 
UU, 二 0 (6-93a) 
uw = 2Usin0— 二 (6-93b) 
27a 


uw, 二 0 说 明 圆 柱 表 面 为 不 透水 边界 ,而 且 由 式 46-90) 说 明 该 处 y= 二 0, 可 
认为 是 男 体 边界 。 在 这 个 流动 中 很 重要 的 一 个 点 就 是 在 该 点 处 所 有 
流速 分 量 均 为 零 的 驻 点 ,该 点 在 圆柱 面 上 的 位 置 以 表示 , 则 


0 Ia 
Ss 4xnUa 


当 矿 一 0,sin0s 二 0,0s 二 0 和 7 时 ,与 无 环 量 圆 柱 绕 流 中 情况 相同 。 
但 当 环 量 Pz 关 0, 则 显然 驻 点 的 位 置 决定 于 二。 


(6-94) 


(1) 当 0<7 志 过 1, 此 时 一 1<sings <0,6。 必然 位 于 第 三 或 


第 四 象限 中 ,如 图 6-18(a)。 一 般 情况 下 有 两 个 驻 点 。 显 然 原来 
位 于 0 二 7 的 驻 点 现在 移 至 第 三 象限 的 $i, 而 原来 位 于 9 二 0 的 驻 
点 现在 移 至 第 四 象限 的 S,。 这 两 个 驻 点 应 该 对 称 于 y 轴 。 驻 点 
的 这 种 移动 从 物理 上 可 以 理解 为 : 由 于 涡 而 引致 的 流动 和 无 环 量 
圆柱 绕 流 的 流动 ,二 者 在 第 一 和 第 二 象限 为 互相 加 强 ; 而 在 第 三 和 
第 四 象限 ,由 于 二 者 流动 方向 相反 ,这 两 种 流动 将 互相 抵消 ,而 在 
圆柱 面 上 的 某 点 处 流速 消失 为 零 。 可 见 环 量 的 作用 是 使 圆柱 面 上 
两 个 驻 点 互相 靠近 。 当 涡 为 负 涡 ,这 种 驻 点 的 靠近 发 生 在 圆柱 体 
的 下 表面 。 


(2 ) 当世 一 1, 此 时 sinbs 三 一 1， 4 一 闻 =, 相应 的 流动 如 图 


6-18(b) 所 示 。 两 个 驻 点 重合 为 一 个 点 为 ,位 于 国 柱 体 下 表面 的 
。 198 。 


图 6-18 圆柱 绕 流 (有 环 量 ) 


中 点 。 显 然 , 如果 环 量 醋 再 增加 , 则 单个 驻 点 将 不 会 仍然 位 于 圆 
柱 表 面 上 , 它 将 移 至 流体 的 内 部 。 
(3) 当 二 和 二 之 1, 此 时 sinbs 二 一 1, 驻 点 将 离开 圆柱 体 表面 ,此 
时 流速 分 量 应 由 式 (6-92) 计 算 。 今 rs 和 9, 为 圆柱 坐标 中 驻 点 的 
位 置 坐标 , 则 
U (1 一气 )cosb, 一 0 (a) 


U (1 十 等 )sinb = 上 Cb) 


2 人 Ts 


此 时 rs 隆 a 因此 式 (a) 中 cosb 一 0, 即 央 一 邢 或 并 。 当 太一 子 或 


时 , 式 (b) 为 


U (1+ 握 )= 圭 各 Cc) 


ZRFE 
式 中 的 “一 "号 相应 内 一 于 ,十 "号 相应 0 一 。 由 于 U>0, 所 以 


式 (c) 中 左 侧 为 正 , 右 侧 中 本 二 0, 因 此 右 侧 人 不 可 能 出 现 负 号 。rs 可 


由 下 式 计 算 : 


__i 
2Nre 


vl 


可 


这 个 结果 说 明 : 当 -2 ->0 时 , 方 括 弧 内 如 果 取 “十 "号 , 则 六 一 oo; 


如 果 取 “一 ”号 , 则 rs 无 法 定义 。 现 将 根 式 在 << 时 展开 为 级 


数 ,得 


-te + 


忽略 二 阶 以 上 的 小 量 ,全 一 0 时 , 则 可 由 此 式 得 到 rs 一 0, 也 就 


是 说 驻 点 在 圆柱 内 部 。 因 此 ,圆柱 外 面 的 驻 点 ,其 位 置 在 


4 一 了 


-二 DA 
式 (6-95) 给 出 了 在 圆柱 边界 面 下 部 惟一 的 驻 点 为 S, 如 图 6-18(c) 
所 示 。 驻 点 处 流 线 必然 是 互相 正 交 的 。 该 点 流 线 围 成 的 内 区 里 流 
体 独 自作 循环 运动 ,与 外 区 流动 完全 隅 离 。 
有 环 量 的 圆柱 绕 流 ,其 流动 对 于 y 轴 和 是 对 称 的 ,因此 可 知 环 
量 并 不 形成 阻力 。 但 是 环 量 的 存在 破坏 了 流动 对 于 z 轴 的 对 称 ， 
因此 将 有 在 y 方向 的 作用 力作 用 于 圆柱 上 。 负 的 环 量 将 使 圆柱 
上 部 流速 增加 而 下 部 流速 减低 。 根 据 伯 努 利 方程 ,圆柱 上 部 的 压 
强 减 小 而 下 部 压强 增加 ,从 而 产生 垂直 向 上 的 升力 。 
* OO » 


(6-95) 


6.7 柱 体 受 力 的 布 拉 休 斯 公式 


由 上 节 知 这 有 丈量 阅 柱 统 流 的 速度 场 后 ,可 以 通过 伯 努 利 方 
程 求 出 相应 的 压强 场 。 由 加 柱 面 十 压强 沿 曲 面 的 积分 可 以 求 得 作 
用 于 圆柱 的 力 。 这 种 计算 的 方法 将 是 很 繁复 的 。 布 拉 休 斯 提供 了 
为 外 一 种 考虑 , 即 沿 曲线 的 积分 可 以 由 留 数 定理 (residue theo- 
rem) 计算 。 

设 有 如 图 6-19 所 示 任 意 形 状 柱 体 的 绕 流 , 柱 体 界面 由 Ss 表 
未 。 在 柱 体外 部 设 一 固定 的 任意 形状 的 控制 界面 S 包围 柱 体 , 除 
柱 体内 部 以 外 ,在 S 与 $S, 之 间 的 区 域内 并 不 存在 任何 奇 点 。 设 在 
柱 体形 心 处 xz 方向 的 作用 分 力 为 X,y 方向 的 作用 分 力 为 Y。 对 
于 和 卉 面 S; 和 S 之 则 的 流体 而 言 ,它们 对 力 只 起 传递 的 作用 而 并 不 
吸收 。 因 此 作用 在 S$ 界面 上 的 流体 作用 力 与 作用 在 柱 体 S。 上 的 
力 是 相同 的 。 现 应 用 动量 定律 计算 作用 于 5 界面 上 的 流体 作用 
力 ,在 图 6-19 中 取 一 微 元 段 dS, 作 用 于 dS 上 的 xz 方向 的 力 dX 为 


图 6-19 任意 形状 枉 体 受 力 分 析 


A 。 


dX =— pdy— pu’ dy+t puvdz 
式 中 .dX 取 为 正 x 方 同 ;等 号 右 侧 的 第 一 项 为 压强 在 x 方向 产生 
的 作用 力 ; 第 二 项 写 第 三 项 为 通过 dS 段 的 x 方 同 的 流体 动量 的 
变化 率 ,根据 动量 定律 它们 相当 力 的 作用 。 


2 2 
由 伯 努 利 方程 式 (2-98) 可 知 压强 p, 即 由 p 十 < 二 
求 得 ,因此 
dX = - Cdy 十 SC 十 vi )dy | px dy 十 ouvdzx 
一 一 Cdy 一 Sudyt+ Sv dy puvdr (a) 


同 理 可 以 得 到 dY 为 
dY = pdx — puvdy + ov dx 


~— Cdz 一 Su dz 十 全 dr--puvdy (b) 


由 于 对 整个 封闭 曲线 而 言 和 Cdz = 0 中 Cdy = 0, 如 果 假 设 一 个 
复数 形式 的 合力 R= 二 XX 一 1Y, 则 
R= Xx—iy = (dX—idY) 
S 
一 £0 [(—u dy vdy+ 2udr) 
—1(—u drt+v dr 2uvdy) | (Cc) 
又 由 复 速度 W(z) 二 全 =u 一 iw 可 得 
2 
(全 ) dz 一 1(u CO— 1v)* (dz 二 + idy) 
~ (uw — vv — 2iuv) (dz idy) 
~ (—u dy+v dy 2uvdxr) 


—1(—u drit+vdr— 2udy) (d) 
202 。 


比较 式 (c) 与 式 (d) 可 得 


vv 1 dF = i184 2 
X iY = 3 绅 (后 ) dz = i bP Wi(z)dz (6-96) 


式 (6-96) 为 布 拉 休 斯 关于 柱 体 受 力 的 第 一 定律 (Blasius first the- 
orem for force on a body), 

为 了 计算 流体 力作 用 在 绕 流 柱 体 } 
上 的 力矩 , 设 M 表示 对 柱 体重 心 的 力 
号 ,如 图 6-19 有 所 示 ,并 人 微 元 弧 段 dS 上 
作用 力 对 柱 体 重心 的 力矩 dM 为 ( 见 
图 6-20 所 示 ) 

dM= rdY— ydX i 

= Re[li(d X~—1idY)z| 

诏 整个 包围 柱 体 的 任意 曲线 S 积分 
即 得 


图 6-20 流体 力 抵 


M=0 dM 
,1 dF \* 

= Reli ( 宇 ) zdz | 

__£ dF 

= Re[ 中 =( 于 dz 

要 二 GRelb Wids | (6-97) 
式 (6-97) 为 布 拉 休 斯 关于 柱 体 受 力 的 第 二 定律 (Blasius second 
theorem for force on a body)。 这 里 假定 逆 时 针 方 向 的 力矩 为 正 。， 
在 布 拉 休 斯 两 个 公式 中 的 沿 封 闭 曲线 的 积分 均 可 由 留 数 定理 进行 
计算 。 

由 附录 焉 .9 节 中 式 亚 . 36 相知 解 析 图 数 (xz) 在 奇 点 zx 一 zo 

处 的 留 数 resF(z) 为 


resF(z) = 二 | F(z)dz 一 (人 CC (有 -36) 
2T1J : 
* 203 。 


C_ 为 罗 肯 级 数 (Laurent series) 中 z 的 一 1 次 稳 项 的 系数 。 因 此 ， 
作用 在 绕 流 柱 体 上 的 力 , 由 式 (6-96) 可 得 


2 
有 io 2r . res( 守 ) | (6-98) 


式 中 :下 为 流动 的 复 努 。 
同 理 , 绕 流 柱 体 的 力矩 M 为 


Mo SR (He) 4 


__p dFy 
一 5 Re| 2 resz| 到 ) | (6-99) 


应 淄 指 出 : 布 拉 休 斯 的 两 个 定律 都 是 对 恒定 流动 而 言 的 ,因为 
压强 是 应 用 式 (2-98) 得 出 的 。 对 于 不 可 压缩 流体 的 非 恒 定 流 动 ， 
由 式 (2-99) 可 得 

a9 


p= Cet) 


式 中 ;p 为 动 水 压强 ;C(t) 为 对 于 整个 流 场 适 用 的 随时 间 t 变化 的 
一 个 不 恒定 伯 努 利和 常数 。 
柱 体 受 力 为 


dX 一 一 Cydy to 


Fdy 十 全 下 vdy |- pu dy + puvdx 


dY= |C(D)dr _ pda — (uv )dr 二 pv dr— puvdy 
ot 2 


化 简 后 得 
pe 2 2 
dX 二 p Fdy 一 (dy 十 dy 十 Orxvdx 


2 < 
dY 一 一 0 2fdx 一 (dz 十 (dz — puvudy 


于 是 
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X-iy= 中 (dX—1idY) 
= 801( 2 25dy 一 dy 二 vdy+2uvdr ) 
一 1 | 一 Tdr—u r++ vdr 2uvdy ) | 


与 6.7 市 中 式 (c) 进 行 比较 ,可 知 X 一 1:Y 中 ,由 于 流动 的 不 恒定 性 ， 
增加 了 如 下 的 一 项 . 
| dy Higdr) (6-100) 


6.8 镜像 定理 


已 经 讨论 了 用 奇 点 登 加 的 方法 解决 某 些 物体 绕 流 的 平面 势 流 
问题 。 但 在 流 场 中 除 被 绕 流 的 物体 以 外 还 有 其 他 的 固体 壁面 ( 平 
面 的 或 曲面 的 ) 和 存在 ,这 时 固体 壁面 对 流动 的 影响 将 改变 流动 的 边 
界 条 件 , 从 而 改变 了 绕 物 体 流 动 的 复 势 。 例 如 飞机 降落 时 地 面 对 
机 区 统 流 的 影响 就 是 这 种 类 型 的 问题 。 解 决 这 类 问题 时 镜像 法 是 
一 种 思路 ,将 固体 壁面 作为 一 面 镜子 ,将 物体 映射 得 到 镜像 
K ,如 图 6-21(b) 所 示 ,z 轴 即 为 一 假想 的 镜面 。 求 解 在 流 场 中 有 
K 和 天 两 个 物 面 的 无 界 流域 中 的 流动 ,由 于 天 和 天 对 于 x 轴 对 
称 , 所 以 在 原 物 体 K 和 镜像 天 的 友 加 的 绕 流 中 z 轴 , 即 y==0 的 
线 必 然 是 流 线 。 也 就 是 说 这 一 物体 与 其 镜像 若 加 的 流动 满足 固体 
壁面 处 法 加 速度 等 于 零 的 边界 条 件 , 因 此 由 这 一 到 加 而 得 到 的 流 
场 的 流动 要 素 , 如 复 势 、 速 度 场 .压强 场 等 与 图 6-21(a) 所 示 的 在 
固体 壁面 附近 的 绕 物 体 流动 相同 。 


6. 8.1 平面 壁 镜 像 定理 


平面 壁 镜 像 可 分 为 两 种 情形 : 
205 。 


(a) 


图 6-21 镜像 法 示意 图 

1. y 二 0 的 平面 壁 镜像 

定理 ” 设 一 无 界 的 不 可 压 绾 平面 无 涡流 动 中 ,在 y 之 0 的 流 
域 中 存在 若干 奇 点 为 源 . 汇 、 涡 或 其 他 奇 点 , 复 势 为 下 (z), 则 在 流 
场 中 插入 y= 二 0 的 平面 壁 后 ,在 y>0 域 中 的 复 势 为 

G(z) = F(z) +++ F(z) (6-101) 
G(z) 满 足 y= 二 0 处 平面 壁 上 不 可 穿 透 的 边界 条 件 , 下 (z) 表 示 对 
F(z) 中 除 自 变 量 zx 以 外 的 各 复数 均 取 其 共 斩 值 。 

证 明 这 里 需要 证 明 两 点 :一 是 在 流 场 中 插入 y=0 的 平面 
后 并 未 改变 y 盖 0 流域 中 奇 点 的 性 质 和 位 置 ,新 的 复 势 C(z) 应 满 
足 这 一 要 求 ;二 是 y==0 平 面 应 该 是 一 个 不 透水 的 边 寞 。 

(1) y>0 流域 中 奇 点 导致 的 流 场 复 势 为 下 (z)。 在 搬 人 y= 二 0 
平面 后 复 势 为 G(z) 二 F(z) 十 F(z)。 对 于 F(z) 的 会 点 如 在 y 这 0 
域内 , 则 对 于 F(z) 的 奇 点 必 在 y<0 的 域内 。 例 如 在 y 二 0 域内 位 


于 z; 点 的 源 ,其 复 势 F(z) 一 元 In(z 一 为)。 复 势 F(z) 则 是 把 F(z) 
中 除 z 以 外 的 复数 ,这 里 是 zx, 改 为 它 的 共 应 复数 z,。 所 以 F(z) 一 
元 In(z 一 的 ), 它 仍 是 源 , 但 源 的 位 置 在 z 点 处 。 可 见 对 应 于 F(z) 


的 奇 点 都 位 于 ><0 的 半 平 面 内 。 可 见 新 的 复 势 G(z) 一 F(z) 十 
。206 。 


F(z) 并 未 改变 上 半 平 面 y>>0 流域 内 的 奇 点 。 复 势 CC(z) 对 于 
y>0 的 流域 是 适用 的 ,是 与 y>0 域内 的 奇 点 所 对 应 的 。 
(2) 在 y 二 0 的 平 壁面 上 有 z= 二 z。 因 此 
G(z)= F(z) + F(z) 
= F(z) 十 下 (>) (a) 
这 里 需要 说 明 共 罩 好 数 的 概念 。 共 力 消 数 就 是 复 变 量 > 的 解析 后 
数 的 实 部 和 虚 部 。 例 如 : 当 z= 二 x 十 iy, 则 
fz) = Pr,y) Tin ry) = $+ iy (b) 
式 《b) 中 ?和 y 就 是 共 纯 函数 。 如 果 使 共 示 函数 等 于 常数 ,例如 
pzr,y)=Ci ,p(x,y) 二 C;, 则 得 到 两 族 互 相 正 交 的 曲线 族 。 由 式 
(b) 可 得 以 下 恒等式 ， 


fz) + fz) 一 28ryy) Cc) 
fz) — f(z) 一 2iVCzyy) (d) 

由 此 可 知 式 (a) 为 
G(z) = F(z) + F(z) = 2$(7x,y) (e) 


上 式 说 明 : 对 于 y=0 的 平 壁 面 流 蚂 数 Jy 二 0, 可 见 y==0 是 一 条 零 
流 线 ,为 不 可 穿 透 的 固体 壁面 ,符合 命题 的 要 求 。 

由 此 可 见 : 如 条 在 y>0 的 半 平 
面 内 分 布 奇 点 ,并且 y=0 为 一 不 透水 
的 固体 边界 ,这 种 流动 与 y 盖 0 平面 内 
的 奇 点 和 以 y= 二 0 为 一 镜面 映射 在 y 
二 0 平面 内 奇 点 的 镜像 倒 加 而 成 的 流 
场 等 价 。 如 图 6-22 所 示 。 

2. XY 二 0 的 平面 壁 镜 像 

定理 ” 设 在 + 记 0 的 域内 存在 若 图 6-22 平面 璧 镜像 (y=0) 
干 奇 点 , 复 势 为 F(z), 则 在 流 场 中 揪 
入 Xx 二 0 的 平面 壁 后 ,在 zx>0 的 域 中 流 场 的 复 势 为 


G(z) = F(z) + F(— z) (6-102) 
式 中 的 F( 一 z) 表 示 在 F(x) 中 除 > 以 外 的 各 复数 均 取 其 共 斩 值 而 
z 以 一 z 代替 之 。 
证 明 在 x=0 的 平面 上 x= 一 zx, 因此 对 于 z=0 平面 有 
G(z)= F(z) + FC(— z) 
= F(z) -+ F(z) 
由 此 可 见 ; 在 x= 二 0 平面 上 复 势 只 存在 实 部 , 虚 部 为 零 , 即 Y 一 0 ,为 
零 流 线 , 所 以 G(z) 满 足 x 二 0 平面 壁 的 边界 条 件 。 
F(z) 的 奇 点 位 置 z; 均 位 于 x 之 0 的 域 中 ,F( 一 z) 的 奇 点 位 
置 一 z; 恰 与 zx; 对称 于 x 一 0 的 平 壁面 。 因 此 在 zx>0 中 的 奇 点 当 
Xx 二 0 为 平面 壁 时 ,其 复 势 为 这 些 奇 点 的 复 势 与 它们 的 以 x 二 0 为 
镜面 的 像 的 复 势 的 全 加。 这 就 证 明了 奇 点 和 它 的 平面 镜像 组 合 的 
复 势 式 (6-101), 式 (6-102) 既 满足 平 壁面 的 边界 条 件 , 义 不 改变 
原 有 奇 点 的 分 布 和 性 质 。 


6. 8.2 对 源 


如 果 将 一 对 强度 相同 的 源 分 别 置 于 x 轴 上 的 (hh,0), (一 有 ,0) 
两 点 上 ,如 图 6-23 所 示 。 流 动 的 复 势 为 两 个 源 点 的 蕉 加 。 即 


} 


\ h.0) IO (0h 3} 


图 6-23 对 源 ' 
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ni 


F(z)= ed OT 十 一 ljn( 之 十 玉 ) 
2 2T 


一 一 ln( 过 一 请) (6-103) 
2 
复 速度 W(z) 为 
Wiz)= 于 = — U1v 


dz nC(z:—h’) 
在 一 0 的 VY 轴 上 ,zz 一 0 十 1y 二 iy, 所 以 


nn(— y —h’) | nl(y 十 有 ) | 


2 日 本 本 Hy 占 一 - ; 一 
由 此 得 出 一 0,v rs 因此 在 原点 处 (一 0,y 王 0)， 


Wu 二 0,v 二 0, 说 明 原 点 为 一 驻 点 。 

在 (一 h,0) 处 的 源 点 可 以 认为 是 源 点 (4,0) 的 像 .r= 二 0 平 辟 面 
作为 一 个 固体 壁面 边界 ,这 时 根据 式 (6-102) ,在 >>0 的 域内 , 复 
速度 CCz) 为 

G(z)— F(z) FF(— 2z) 


ni ed 
-一 nth = h) 十 pe 有 h) 


We pe LL 

一 nln 六 ) 十 pn ln ] ) 

— 一 ]n(x 一 有 12) 十 C (6-105) 
2 


式 (6-105) 与 式 (6-103) 相 差 一 个 常数 ,对 于 复 势 来 说 相差 一 个 常 
数 并 不 影响 所 代表 的 流 场 ,因此 二 者 是 一 致 的 。 
应 用 布 拉 休 斯 定律 可 以 计算 位 于 平 壁面 附近 一 -个 源 点 所 受到 


的 流体 作用 力 , 这 时 可 以 在 源 点 处 选取 任意 包围 源 点 的 曲面 $, 作 
用 在 源 点 上 的 力 为 
XtiY= [2ri. res( 竺 ) | (a) 
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式 中 的 下 应 该 是 式 (6-105) 中 的 CCz)。 


匠 = 竺 = 二 | 区 nz 一 已 十 区 InCz 十 名 | 


dz dz dz 
mr 1 ] 
中 | 一 到 十 7 


(b) 


(Cc) 


式 (c) 即 为 (他 】 展开 为 (z 一 h) 的 风 朗 级 数 ,其 中 (z 一 A)! 项 的 
系数 C 。 当 < 一 h, 即 在 点 附近 展开 为 罗 朗 级 数 时 ,C” 为 


mm ] 
C= 人 (2 ; 


-上 
2 1 
一 (2 二 
mm 
4zh 
所 以 
iYy- 内 />» 
A iY= (2 辣 
7 
4xh 
由 此 可 得 
Om’ 
人 = A4rxh 
Y=0 


壁面 上 的 压强 分 布 可 由 但 努 利 方程 式 (2-98) 计 算得 


了 = Ply) 
p Pp 2 
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(d) 


(6-106) 


TO A dE 


此 处 x 一 0,z 一 元 站 1) 名 表示 驻 点 处 的 压强 ,因此 


户 和 my (6-107) 


po o 2x(y 二 hh ) 

式 (6-107) 说 明 在 原点 处 (rz=0,y=0) 的 压强 为 驻 点 压强 与 无 穷 

远 处 未 受 扰动 压强 相同 。 而 沿 z=0 平 壁面 上 由 于 有 了 速度 存 

在 ,压强 较 无 穷 远 压 强 均 降低 。 作 用 于 源 点 上 的 流体 作用 力 与 平 

壁面 上 的 流体 作用 力 是 作用 与 反作用 的 关系 ,二 者 方向 相反 ,大 小 

相等 。 因 此 作用 在 源 点 上 的 x 方向 的 力 为 负 值 。 就 是 说 平 辟 面 

的 负 压 使 源 点 受到 吸 向 壁面 的 力 。 由 式 (6-99) 可 却 作 用 于 源 点 
的 力 征 M 为 

M 一 一 二 Re| 2 。 resc( 条) | 
(下 ) -et ete 


1 
| 


在 S 内 惟一 的 奇 点 位 于 zx 一 六 处 ,所 以 该 处 展开 的 罗 朗 级 数 为 


6. 8.3 圆柱 壁 镜 像 定 理 一 一 米尔 -汤姆 逊 图 定理 


定理 令 F(z) 为 没有 立 边 寄 的 无 界 流 场 中 的 复 势 , 且 在 
|z| 夺 a 中 没有 奇 挟 ,大 在 此 流 场 中 插入 |x|==a 的 圆柱 面 , 则 圆柱 
外 的 复 毛 改变 为 


人 和 F(z) +F(S) (0-108) 


* Zl1l 。 


式 中 的 五 (所) 表示 在 F(z) 函 数 中 除 = 以 外 的 各 复数 均 取 其 共生 


值 而 > 以 &- 代 赫 之 。 


证 明 ”对 于 米尔 -汤姆 逊 (Milne-Thomson) 圆 定理 同样 需要 
证 明 两 点 :一 是 在 流 场 中 插入 以 原点 为 圆心 ,以 a 为 半径 的 圆柱 面 
后 并 未 改变 圆周 以 外 奇 点 的 性 质 和 分 布 ,新 的 复 势 G(z) 应 满足 这 
一 要 求 : 二 是 |z| =a 的 圆柱 面 应 该 是 不 透水 的 边界 。 


(1) 对 应 于 圆 外 的 = 点, 生 必 位 于 圆 内 ,如 附录 一. 2. 8 中 所 
示 , 和 为 与 = 点 对 于 以 a 为 半径 的 圆 的 反 演 点 的 共 锻 点 。 如 定理 


中 所 规定 的 复 势 RCz) 所 对 应 的 奇 点 都 在 圆 外 ,函数 志 (和 ) 所 对 应 
的 奇 点 均 位 于 圆周 之 内 。 函 数 F(z) 在 zx 王 0 处 没有 奇 点 ,因此 也 
数 玉生 ) 在 无 穷 远 点 也 没有 奇 点 。 所 以 对 于 圆 外 流域 函数 G(z) 


与 F(z) 有 完全 一 样 的 奇 点 。 
(2) 在 圆柱 面 上 , 因 ]zx| 二 a, 所 以 


| 六 | 一 2 一 人 
Za 
圆柱 面 上 的 复 势 为 
G(z) = F(z) 十 下 (二 ) 
一 F(z) + F(z) 
此 式 只 有 实 部 ,F(z) 十 F(z) 二 28(x,y), 虚 部 5 一 0。 可 见 贺 柱 面 
是 流动 中 不 可 穿 透 的 流动 边界 。 
例 1 一 与 工 轴 成 c 角 的 均匀 流 
F(z) = Ue "x 


在 流 场 中 放置 一 半径 为 a, 圆心 为 坐标 原点 的 圆周 面 , 则 
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上 式 为 此 流动 的 复 热 ，。 当 a=0, 即 和 涪 工 轴 同 的 堆 匀 流 绕 圆周 济 
动 , 其 复 势 为 
Ge = Us 
与 式 (6-84) 相 同 。 
例 2 设 在 zx 一 zx 点 有 一 强度 


F(z 一 元 in(z 一 如) 
如 果 在 流 场 中 插入 半径 为 a 的 圆柱 rp 
面 , 根 据 式 (6-108), 圆 柱 面 外 部 流 
场 的 复 势 为 


G(z) 一 F(z) +F(S) 


= 于 nz -sn) 十 下 mn( 呈 一 六 ) 


如 采取 坐标 使 x 在 工 轴 上 ,圆柱 面 的 圆心 为 原点 ,xs 距 原 点 距离 
为 56, 则 zo 二 56, 其 共 轿 复数 = 仍 为 2。 所 以 


7 7m a” 
m m a 一 px 
= 六 In(z 一人) 十 训 In( | 


A 
/LS NC 十 a bs ( 5) 
2X 27 | 一 一 一 


oy 
rr 
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2 
= ln(z 一 b) 二 ln(z— 分 ) 一 多 于 Inz 十 于 In( 一 6) 


式 中 : 伏 In(< 一 5) 为 位 于 z=, 即 x 点 的 源 ; 杂 In( = 一 和 ) 为 位 于 


, 即 圆柱 面 外 流域 中 的 zo。 点 对 于 以 a 为 半径 的 圆 的 反 演 点 处 的 


~ | 全 
lS, 


源 ; 一 寺 lnz 表示 位 于 原点 , 即 圆周 中 心 处 的 汇 ;这 In( 一 5) 为 党 


源 
数 , 对 复 势 而 言 此 常数 量 没有 什么 意义 ,可 以 忽略 。 
此 式 说 明 :对 于 贺 外 流域 , 奇 点 仍 是 位 于 zo 的 源 ,反映 到 新 的 


复 势 G(x) 中 , 它 的 复 势 寺 In(z 一 b) 未 变 。 为 了 保证 圆柱 面 为 一 流 


面 ,也 就 是 说 在 圆柱 面 上 y=0, 则 需 在 圆周 内 与 z。 反 演 点 处 放置 
癌 等 强度 的 源 , 同 时 还 须 在 圆心 处 放置 同样 强度 的 汇 ,以 保持 圆周 
内 部 流体 质量 的 平衡 。 这 样 ,最 终 流 场 是 由 三 个 奇 点 构成 。 


0.9 统 略 柱 流动 中 的 作用 力 
在 6.5 节 中 讨论 了 圆柱 绕 流 的 流 场 ,本 节 中 将 应 用 布 拉 休 斯 
定律 进一步 研究 绕 圆 柱 流动 中 作用 于 圆柱 上 的 流体 作用 力 ， 
6.9.1 无 环 量 赔 柱 绕 流 的 作用 力 一 一 达 朗 贝尔 疑 题 
由 式 (6-84)> 知 ,无 环 量 时 圆柱 绕 流 的 复 势 为 


F(z) = U (z+ 和 ) (6-84) 
应 用 布 拉 体 斯 公式 求 作 用 于 圆柱 上 的 流体 作用 力 , 式 (6-98) 为 
XiY= | 2 . res( 守 ) (6-98) 


此 处 
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-De 


dz 
和 此 可 见 : 在 ( 字 的 展开 式 中 由 于 奇 点 位 于 原点 x 二 0, 罗 朗 级 
数 的 "一 一 1 项 即 一 -一 一 过 项 的 系数 C_, 一 0, 因 此 得 


X—iY=0 (6-109) 
也 束 是 说 XX 二 0,Y= 二 0, 对 于 以 a 为 半 算 的 圆柱 体 既 没有 > 方向 的 
作用 力 又 没有 y 方 同 的 作用 力 。 这 就 是 达 朗 贝尔 疑 题 。 由 于 没 
有 考虑 粘性 作用 ,当然 不 会 有 工 方 向 的 阻力 出 现 , 至 于 yy 方向 的 
广 , 则 与 红 流 圆柱 的 环 量 有 关 。 作 用 在 圆柱 上 的 力矩 可 由 式 
(6-99) 计 算得 M, 即 


Ad 一 一 全 Re| 2 。 ress( 和 全 ) | (6-99) 
-全 -of- 营 志 
所 以 留 数 
resz (他 ) 二 


代入 式 (6-99) ,得 
M=— 与 Re[2xi( 一 2az[7)] 一 0 
因为 式 中 的 [一 4a xU"1i] 的 实 部 为 零 。 圆 柱 上 并 无 力矩 作用 。 
6. 9.2 有 环 量 圆柱 绕 流 的 作用 力 一 一 库 塔 - 癸 可 夫 斯 基 升 力 


由 却 (6-89), 有 环 量 圆柱 统 流 的 复 势 为 
F(z) =U(z 二 人) 十 这 In 三 (6-89) 
六 I a 


应 用 布 拉 休 斯 公式 (6-98) 


_ iy -amvres( 虹 六 
及 一 1 一 5 2 res( ) (6-98) 
此 处 
dF ev 
=U(! 7 ZN 
dF、 » 20a La La rr 
( 守 ) 一 bo 十 Zz, + Tz nz An 
由 此 得 多 
dF iUT 
res (i ) 一 (一 T 
代 人 式 (6-98) ,得 
X 一 iY= (2xi i ) 
所 
= 一 10UT (6-110) 
式 (6-110) 说 明 :z 方 回 的 阻力 X 仍 为 雯 , 而 y 方 向 的 作用 力 Y 为 
Y = oUT (6-111) 


式 中 : Y 称 为 库 塔 - 颂 可 夫 斯 基 升 力 (Kutta-Joukowski lift) ,简称 
升力 。 

这 个 父 式 称 为 库 塔 - 侍 可 夫 斯 基 和 定律 (Kutta-Joukowski ljaw) 
这 个 定律 说 明 作 用 于 绕 流 圆柱 的 升力 主要 取决 于 环 量 , 当 绕 流 柱 
体 为 无 环 量 绕 流 ,升力 必 为 零 ; 对 于 有 环 量 的 绕 流 柱 体 ,其 升力 与 
来 流 流速 和 环 量 值 的 乘积 成 正比 ,而 且 与 流体 密度 成 正比 。 这 里 
升力 为 正 值 , 作 用 方向 向 上 ,是 由 于 对 绕 流 圆柱 所 加 的 环 量 为 负 环 
量 所 致 ;反之 如 加 的 环 量 为 正 值 , 则 升力 方向 相反 ,指向 下 方 。 应 
用 却 (6-99) 计 算 作 用 于 绕 流 圆柱 的 力矩 为 


__¢£ ，， dF | _ 
M 5 Re| 2 resz|( 到) (6-99) 
dF \* 2T 7 2 2 4 2 
(一 t+ 
之 之 pe 工 Ti 4 区 > 


由 此 得 到 
resz ( 
代入 式 (6-99), 得 / 
NT 一 一 GRel an 。 (2U°e: yl 


= SRel — 2 (2Ur a: 十 fr)i|= 0 
由 此 说 明 在 立柱 上 并 无 力矩 作用 。 
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本 章 中 将 以 平面 势 流 理论 为 基础 研究 不 可 压缩 理想 流体 绕 二 
维 葡 型 的 流动 。 和 首先 介绍 保 角 变换 的 概念 .通过 保 角 变换 可 以 把 
绕 二 维 泌 型 流动 变换 为 平面 势 流 中 已 研究 过 的 均匀 流 绕 赔 柱 的 流 
动 , 从 而 利用 已 有 圆柱 绕 流 的 成 果 得 到 绕 辟 型 的 流动 .包括 流 场 
《流速 场 和 压强 场 ) 和 愤 型 受到 的 流体 作用 力 。 

轰 型 理论 在 工程 实践 中 具有 重要 意义 .飞机 的 重要 组 成 部 
分 一 一 机 次 和 转动 机 械 ( 如 涡轮 机 、 水 轮机 水泵 等 ) 的 叶片 都 是 一 
种 小 型 。 央 此 研究 曼 型 的 流体 动力 特性 对 解决 机 缀 或 叶片 绕 流 问 
题 都 是 基础 性 的 工作 。 

本 划 中 主要 研究 理论 轻 卉 ,也 就 是 按 已 知 的 肾 数 构 作 的 姻 型 
剖面 族 。 这 是 研究 实际 经 型 的 理论 基础 ， 


7.1 扯 型 的 几何 参数 与 流体 动力 特性 


机 改 或 叶片 的 横 剖 面 称 为 丑 型 (airfoil) , 它 是 指 以 垂直 于 机 

可 长 度 方 向 的 平面 ,截取 机 辟 而 得 到 的 机 喜 横 剖面 形状 。 本 章 中 

将 研究 二 维 辟 型 ,也 就 是 研究 在 一 无 界 流域 中 一 个 其 翼 展 为 无 穷 

的 孤立 的 翼 型 情形 ,这 时 机 可 的 每 一 截面 得 到 的 翼 型 剖面 都 是 相 

同 的 。 吧 型 的 几何 形状 和 几何 参数 决定 着 它 的 流体 动力 特性 。 才 
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型 的 几何 参数 包括 : 

(1) 弦 长 表示 到 型 的 前 比 (leading edge) 与 后 绿 (trailing 
edge) 的 连 线 一 一 翼 弦 (chord) 的 长 度 ,也 就 是 辟 型 的 宽度 ,用 (CC 表 
示 , 如 图 7-1 所 示 。 通 常 绝 型 的 后 缘 是 咽 型 尾部 的 一 个 尖 点 ;而 前 
缘 则 是 在 茵 型 周 线 上 距 后 绿 最 远 的 点 ,也 有 定义 为 蓝 型 前 端 曲 率 
半径 最 小 的 点 。 


) 末 最 大 厚度 点 位 置 


最 大 厚度 Si 
时 一 全 和 腿 “ 惕 型 中 线 
误 型 前 缘 、_ |y 愤 型 后 缘 
曲 座 半 行 下 Xx 
愤 咬 
0 
交会 遇 和 二 人 
(本 经) (后 缘 ) 


图 7-1 翼 型 剖面 
(2) 所 型 厚度 (thickness) 表 示 芭 型 误 面 上 下 周 线 (contour) 
之 间 与 绝 弦 垂直 的 直线 段 长 度 , 常 以 6 表示 。 最 大 厚度 就 是 各 个 
厚度 中 的 最 大 值 , 以 6 表示 ,通常 以 最 大 厚度 作为 咽 型 厚度 的 代 
表 。 了 最 大 厚度 与 下台 之 比 称 为 相对 厚度 (relative thickness)， 


二 


人 和 6 
5==“**。 最 大 厚度 点 距 前 缘 的 距离 以 zxs 表示 ,其 相对 值 3 一 开 ， 


(3) 中 线 (mean camber line) 表 示 屠 型 的 中 线 是 与 圳 驼 王 直 
的 各 个 厚度 线段 中 点 的 连 线 。 中 线 到 凌 弦 的 距离 上 称 为 愤 型 的 


守 度 (camber), 其 最 大 值 与 九 弦 之 比 = 人 2 称 为 最 大 相对 弯 度 


(maximum relative camber) ,简称 相对 穿 度 。 冯 纹 上 最 大 弯 度 点 
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到 前 缘 的 距离 以 xy 表示 ,其 相对 值 zr, 一 世 。 


辟 型 采用 如 图 7-1 的 坐标 , 取 上 下 两 周 线 的 方程 分 别 为 
yy 一 工 (7 KR y= F(xr) ,MM 
oO— F(zr)—F,(x) (7-1) 
fa (7.9) 
近代 发 机 机 村 所 采用 的 各 型 一 般 相 对 厚度 与 相对 弯 度 均 比 较 
小 ,相对 厚度 在 10% 左 右 ,相对 弯 度 在 3 名 以 下 。 但 在 螺旋 桨 .各 
种 涡轮 机 的 叶片 与 导 流 装置 中 采用 的 经 型 则 有 和 较 大 的 相对 厚度 与 
相对 要 度 。 
机 区 的 长 度 称 为 翼 展 (span), 它 是 机 辟 两 端点 之 间 的 距离 。 
田 展 与 沟 强 之 比 称 为 展 弦 比 (aspect ratio ) 。 
蓉 型 的 流体 动力 特性 包括 流体 作用 于 翼 型 的 升力 .阻力 和 绕 
贰 型 质心 的 力矩 等 。 阻 力主 要 来 源 于 流体 的 粘性 ,本 书 中 不 作 深 
入 讨论 。 设 机 可 在 空气 中 以 局 .的 速度 运动 ,根据 伽利略 (Galileo 
Galile! 1564 一 1642) 相 对 性 原理 , 它 相 当 于 无 穷 远 处 的 均匀 来 
流 U, 统 机 嗓 的 流动 。 来 流 和 轰 弦 的 夹 角 a, 称 为 冲 角 也 称 攻 角 


图 7-2 本 型 的 受 力 


L200 。 


(attack angle) ,如 图 7-2 所 示 。 妆 型 剖面 统 流 中 与 来 流 
方向 重 直 的 流体 作用 于 辟 型 上 的 力 工 为 升力 而 与 来 流 方 向 平行 
的 流体 作用 力 为 阻力 (drag force)D。 采 用 无 量 纲 的 系数 C， 和 
Co, 升力 和 阻力 均 可 与 为 以 下 形式 , 即 

ec 于 OU A (7-3) 


LN 5pU2. A (7-4) 


式 中 :A 为 单位 长 度 机 区 的 面积 ,等 于 弦 长 C 乘 1.0;C 称 为 升力 
系数 ;Co 称 为 阻力 系数 。 升 力 与 阻力 的 合力 为 R,R 也 可 分 解 为 
与 鞭 弦 垂直 的 N 和 与 唉 弦 平 行 的 S 两 个 分 力 。 
力矩 也 可 以 表示 为 类 似 的 形式 , 即 
M= Cw 三 OU 及 人 (7-5) 


作用 于 区 型 的 力矩 要 看 对 那 一 点 取 和 矩 而 定 。 通 常 可 以 对 到 型 的 前 
经 点 取 短 ,这 时 如 果 力 算是 使 得 履 型 冲 角 增 大 ,其 方向 为 正 ,反之 
为 负 ,力矩 系数 以 Cu 表示 。 也 可 对 距离 前 缘 为 1/4 翼 弦 长 度 的 
1/4 弦 长 点 (quarter-chord point) 取 矩 。 如 果 对 翼 弦 的 压力 中 心 
《center of pressure) 取 和 矩 , 则 力 窍 为 零 ，。 
对 于 不 可 压缩 流体 中 的 豆 型 绕 流 ,升力 系数 和 阻力 系数 主要 与 
颖 型 的 形状 .几何 参数 . 冲 角 ww 和 雷诺 数 Re 有 关 。 如 果 能 够 得 到 器 
型 周 线 上 各 点 的 压强 ,一 般 压 强 用 无 量 纲 的 压强 系数 C, 表示 为 
C= (7-6) 
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升力 和 阻力 均 可 通过 计算 得 出 。 图 7-3 表示 不 同 冲 角 情 况 下 痪 型 
上 的 压强 系数 分 布 情况 。 由 图 可 以 看 出 翼 型 的 上 部 周 线 是 低压 
区 ,压强 系数 大 多 为 负 值 ,下 部 周 线 作 用 有 较 无 穷 远 处 未 受 扰 动 压 
强 Pp. 略 高 的 正 压强 。 上 下 周 线 压强 分 布 曲线 之 间 的 面积 决定 着 
升力 的 大 小 。 图 7-3(a)、(b)、(c) 分 别 表示 当 冲 角 为 0",5.1° 和 
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图 7-3 要 型 压强 系数 分 布 上 
10.7 时 的 压强 分 布 ,如 图 7-4 中 升力 曲线 上 的 4,B,C 点 的 情况 。 
翼 型 的 流体 动力 特性 通常 可 以 用 一 些 特性 曲线 来 表示 ,比较 
常用 的 有 : 
(1) 升力 系数 Ci 与 冲 角 a。 的 关系 曲线 ,如 图 7-4 所 示 。 在 
实用 范围 内 ,升力 系数 与 冲 角 基 本 上 是 线性 关系 。 当 冲 角 较 大 时 ， 
曲线 略 向 下 弯曲 。 升 力 系数 有 一 最 大 值 Cn ,随后 升力 系数 突然 
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图 7-4 升力 与 阻力 系数 1 
下 降 , 这 一 现象 称 为 失速 (stall) ,是 飞行 中 一 种 很 危险 的 情况 。 升 
力 系 数 为 Ci 时 的 冲 和 角 为 临界 冲 和 角 (eritical attack angle) 。 
(2) 阻力 系数 Cp 与 冲 角 eo 的 关系 曲线 ,如 图 7-4 所 示 。 一 


般 在 某 一 不 大 的 仙 冲 角 时 有 最 
小 值 Cows。 随 着 冲 角 的 增加 , 阻 
力 增加 得 很 快 。 

(3) 升力 系数 Ci 与 阻力 系 
数 Co 的 天 系 曲 线 , 也 称 极 曲 线 
(drag polars) ,如 图 7-5 所 示 , 曲 
线 上 注 出 了 每 一 点 处 的 冲 角 数 
值 .由 原点 O 到 曲线 上 任 一 点 的 
癌 径 表示 在 该 相应 冲 角 情况 下 
的 总 气动 力 系 数 的 大 小 和 方 问 。 
该 问 径 的 和 料 率 即 为 在 该 冲 角 情 
况 下 升力 与 阻力 之 比 玉 = 
Cr/Co, 称 为 升 阻 比 (lift /drag 


图 7-5 极 曲 线 图 ， 
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ratio) ,是 愤 型 流体 动力 特性 中 一 个 很 重要 的 参数 ,注意 由 于 Cb 
的 值 远 小 于 Cr ,因此 两 个 坐标 的 比 扩 并 不 相同 。 

(4) 力矩 系数 Cw 与 冲 角 ae 的 关系 曲线 ,如 图 7-6 所 示 。 在 
器 型 未 失速 以 前 ,Cum 基本 为 一 直线 。 这 里 的 力矩 是 对 C/4 点 取 
的 。 根 据 此 曲线 可 以 决定 压力 中 心 , 即 合力 作用 线 与 翼 纺 交点 的 
位 置 。 


图 7-6 力 短 与 冲 角 关系 全 


7.2 保 角 变换 


7.2.1 保 角 变换 基本 原理 


在 复 变 哨 数 论 中 ,解析 消 数 的 几何 解释 就 是 把 一 个 平面 通过 
顷 数 关系 映射 (mapping) ,或 者 说 是 变换 (tranformation) 到 男 一 
平面 ,而 这 样 的 变换 在 所 有 解析 六 数 导数 不 为 零 的 那些 点 处 ,都 是 
保 角 变换 。 一 些 复杂 的 流动 边界 通过 保 角 变换 可 以 变换 为 男 一 平 
面 上 比较 典型 的 一 些 流动 边界 。 例 如 ; 咽 型 绕 流通 过 保 角 变换 可 
以 变换 为 为 一 平面 上 的 圆柱 绕 流 ,而 癌 柱 绕 流 已 在 平面 势 流 理论 
中 做 过 深入 的 研究 ,其 复 势 包 括 其 流速 场 . 压 强 场 和 作用 于 圆柱 的 
流体 作用 力 等 均 为 已 知 ,因此 就 可 以 利用 已 有 的 圆柱 线 流 的 成 果 
解决 区 型 统 流 的 问题 ， 

友人 在 守 平 面 上 一 个 复杂 的 流动 边界 ,z- 平 面 也 称 为 物理 平面 
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(physical plane) ,坐标 为 工 轴 及 >y> 轴 , 即 < 二 x 十 iy。 通 过 变换 关系 

5 一 gz) (7-7) 
可 以 变换 到 六 平面 上 另外 的 流动 边界 。 乡 平面 也 称 为 辅助 平面 
(auxiliary plane) ,坐标 为 < 轴 和 7 轴 , 即 “一 和 上 17。 式 67-7) 中 的 
困 数 SCx) 为 一 解析 晒 数 。= 平 面 上 各 点 与 所 平面 上 各 点 通过 式 
(7-7) 的 关系 一 一 对 应 ,如 图 7-7 中 zo 点 与 名 点。 


-0 02 一 Cl 
fe 
图 7-7 保 角 变换 

在 zz- 平面 上 
ZzZ 二 工 十 iy 二 re” (7-8) 
dz= dre™ (7-9) 

在 条 平 面 上 
5 一 poez (7-10) 
d= dpe" (7-11) 

由 式 (7-7) 得 

di—g (z)dz (7-12) 


在 某 一 点 <0 你 , 设 
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g (zo ) 一 Ge (7-13) 
式 中 :oc 二 1g (zo) | 为 复数 的 模 ;B 二 arg g(x。) 为 复数 的 幅 角 。 将 
式 (7-9)、 式 (7-11). 式 (7-13) 代 人 式 (7-12) 得 
dd 一 doe 一 aey dre 一 adre 
Ph LA d p= odr (7-14) 
a=0+pb (7-15) 
由 此 可 见 :在 x 与 5 两 个 平面 上 , 微 线 段 的 长 度 dr 与 de 之 间 相 差 
0 倍 ,o 称 为 放大 系数 或 变换 比 尺 ;而 角度 的 变化 是 在 原 =- 平面 上 
角度 青 回 正方 向 旋转 一 个 上 B 角 。 对 于 民 平面 上 不 同 的 点 ,由 于 
g (=) 并 不 相等 ,因此 与 8 也 不 相同 。 在 ~- 平面 通过 >, 点 互相 
相交 的 两 个 线段 之 间 的 夹 角 则 与 其 相应 的 品 点 处 两 相应 线段 的 
夹 角 相等 ,这 种 角度 的 保存 性 是 把 这 一 变换 称 为 保 角 变换 (com- 
formal transformation) 的 原因 。 如 图 7-7 所 示 , 其 角度 可 表示 为 
as 一 Qi 一 ( 岂 十 和) 一 (人 十 B) 一 网 一 外 (7-16) 
在 茹 平面 上 的 复 势 为 FC 二 本 十 i 亚 , 这 个 清 数 是 在 DD 域 和 边 
界 周 线 L' 上 连续 且 在 D' 域内 解析 的 函数 ,其 中 流速 势 函 数 与 
流 果 数 豆 均 为 调和 国 数 ,分 别 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 保 角 变 换 是 >- 
平面 和 -平面 之 间 的 双 问 单 值 变换 ,因而 式 (7-7) 也 可 写 为 
zz 二 pg "(UO) (7-17) 
式 中 : g” 表 示 g 的 反 遇 数 。 
通过 式 (7-17) 可 以 把 情 平 面 变换 到 = 平面 ,二 平面 上 的 复 势 
为 f(z) 二 9 十 iy, 于 是 
f(z)= flg (0 |=F(Y) (7-18) 
根据 复合 函数 的 性 质 可 知 ， f(z) 是 z- 平 面 上 DD 域 和 边界 周 线 工 
上 连续 旦 在 D 域内 解析 的 函数 ;P 和 vy 均 为 调和 品 数 且 满 足 拉 普 
拉 斯 方程 。 在 条 平面 和 x- 平面 的 对 应 点 上 有 
$+iy= B+ 
从 而 可 知 
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$=B,J=V (7-19) 
式 (7-19) 说 明 物 理 平面 上 一 点 的 流速 势 与 流 畏 数 y 分 别 与 辅助 
平面 上 对 应 点 处 的 流速 势 @ 与 流 函 数 评 相对 应 。 保 角 变 换 中 对 
应 点 上 的 复 势 可 将 变换 关系 直接 代入 即 可 得 出 。 对 于 复 速度 , 则 
由 式 (7-12) 可 得 
df df de up 


a ~ dzg (z) 
dF__ 1 dj/ 
革 (7-20) 
式 中 : 生 一 凤 ( 久 表示 平面 上 的 复 速度 ,入 一 zw(z) 表 示 x 平面 
上 的 复 速度 . 


式 (7-20) 表 明 两 个 平面 上 的 复 速度 与 复 势 的 情况 并 不 相同 ,但 它 
们 互 成 比例 并 相差 一 定 的 角度 ,这 个 比例 就 是 所 研究 的 点 处 -Ca 的 


模 , 而 相差 的 角度 就 是 该 点 处 -的 幅 角 ， 式 (7-20) 还 可 写 为 


wz)=g (z)W(Y) (7-21) 
保 角 变换 的 基本 问题 是 已 经 给 定 在 一 个 平面 ,例如 = 平面 上 
的 流动 边界 上 和 流动 区 域 D 以 及 男 一 平面 和 平面 上 的 流动 边界 
1 和 流动 区 域 D ,当然 ,5 平面 上 的 流动 最 好 是 典型 .已 知 的 流 
动 ,要 求 构 成 一 个 解析 也 数 ,通过 此 解析 函数 把 一 个 平面 土 的 流动 
变换 到 男 一 平面 上 去 ,使 得 男 一 平面 的 流动 得 到 解 浴 。 
根据 笋 曼 定理 (Riemann B. ,1851) ,不 论 两 个 单 连通 域 妃 和 
是 怎样 的 ,也 不 论 这 两 个 区 域 中 的 两 个 相应 点 zo 与 向 以 及 一 
个 实数 8 是 怎样 给 定 的 ,总 有 一 个 把 区 域 D 变换 到 区 域 D 上 去 的 
保 角 变换 5 二 g(xz) 存 在 ,使 得 5 二 g(zo), 而 且 arg g (zo) 一 8B。 并 
月 这 样 的 保 角 变换 只 有 一 个 。 
保 角 变换 的 反问 题 是 先 给 出 保 角 变换 的 解析 组 数 ,然后 由 于 
这 种 变换 确定 平面 上 与 -平面 对 应 的 流动 边界 。 一 般 来 说 ,上 反 
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问题 比较 易于 解答 。 
7.2.2 源 、 汇 与 涡 的 变 挽 


源 、 汇 与 涡 等 基本 的 平面 势 流 , 作 为 奇 点 ,它们 在 保 角 变换 中 
保持 其 强度 不 变 。 设 在 -平面 有 源 、 汇 和 涡 , 汇 可 以 作为 强度 为 
负 值 的 源 看 竺 ,包围 这 些 奇 点 的 封闭 曲线 为 工 , 由 式 (6-33) 已 知 


b dz = 中 u :dl 十 计 da 
了 L 


二 十 19 (6-33) 

陈 中 :了 为 铂 封 团 曲 线 世 的 环 量 ,可 以 代 

表 封 财 曲 线 工 所 包围 的 所 有 调 的 强度 的 

总 和 ;g 表示 穿 过 封闭 曲线 世 的 流量 ,也 

就 是 封 朵 曲线 世 所 包围 的 所 有 源 或 汇 的 
强度 的 总 和 。 

图 7-8 表示 一 封 奢 曲线 工 , 在 工 内 分 

布 有 源 和 和 涡 , 封 闭 曲 线 上 上 任意 微 元 弧 di 


可 以 分 解 为 x 轴 方 回 的 dz 和 yy 轴 方 向 的 :平面 
dy。 于 古 图 7-8 源 与 涡 的 变 搁 
tk ML 。 di 下 (udz 十 dy) (7-22) 
L L 
a= U* nd/ 一 中 (udy— vdx) (7-23) 
L 


在 z- 平 面 中 , 复 速度 w(x) = Sf uiv, 所 以 
bh ws) de -4 (uC—1v) (dz 二 1dy) 
L 1 


一 中 (zxdz 十 zdy) +io 中 (udy— wdx) 
L L 


一 Pig (7-24) 
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对 z- 平 面 的 源 、 汇 和 涡 通过 保 角 变换 变换 到 5 平面 上 去 ,对 应 
平面 的 封闭 曲线 虐 , 在 平面 上 为 封闭 曲线 L 。 各 个 奇 点 ,包括 
源 、 汇 和 涡 变 换 到 平面 后 其 复 势 不 变 , 也 就 是 说 你 角 变 换 并 不 
改变 奇 点 的 性 质 ,= 平面 的 源 变 换 到 条 平面 仍 为 尝 ,而 -平面 的 泥 
变换 到 靳 平面 仍 为 涡 。 通 过 保 角 变换 ,它们 的 强度 也 是 不 楼 的 ， 
可 通过 下 式 说 明 。 


a =- 中 
W(L) Td: 
L 人 


中 wpd 


7.2.3 简单 解析 图 数 


本 节 研 究 线 性 孙 数 及 星 陋 数 这 两 种 解析 消 数 作为 变换 孙 数 进 
行 保 角 变 换 的 反问 题 。 
(1) 线性 负数 
Ct—Az+B=A(z—z,),， zz% = 一 B/A (7-26) 
式 中 : A 和 B 均 为 复数 。 
这 一 线性 变换 关系 表示 坐标 的 平移 ,放大 和 旋转 。 坐 标 原 点 
zx 一 〇 平移 至 z= 二 z。。A 二 me "表示 坐标 的 放大 (放大 倍数 为 
m) 和 坐标 的 旋转 ,( 旋 转角 度 为 0 )。 例 如 在 打 平 面 的 圆柱 绕 流 ， 
其 复 势 为 
+ 站 In (6-89) 
式 中 : U: 为 车 平面 中 无 穷 远 来 流速 度 , 其 方向 与 轴 平 行 ;a 为 图 
柱 半 径 ,圆柱 的 圆心 位 于 和 所 平面 的 原点 处 。 


F(O)=U: (0 
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通过 式 (7-26) 的 线性 变换 ,将 所 平面 的 圆柱 纸 流 变换 到 -平面 上 
去 ,x 平面 上 流动 的 复 势 为 


(I Ar ,a | 了 
六 zz 一 LACz TU A Sxln 


(7-27) 
现在 来 考察 x- 平 面 上 这 个 新 的 复 女 所 代表 的 流动 。 在 车 平面 上 ， 
绕 流 圆柱 的 周 线 方程 为 


C—ae" (7-28) 
通过 线性 变换 式 (7-26) ,在 z -平面 上 统 流 物体 的 周 线 方程 为 
Hi 4 ert 

zz A Te (7-29) 


式 (7-29) 说 明 : 变换 到 *- 平 面 上 仍然 是 一 个 圆 ,半径 为 一 ,而 加 
心 在 z= 二 zo 处 ;在 了 平面 以 坐标 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆柱 上 ， 
角度 为 a 的 一 个 点 变换 为 z 平面 以 xn 为 圆心 ,一 为 半径 的 圆柱 


上 ,角度 为 l==a 十 册 的 一 个 扣 。 
z- 平 面 的 复 速 度 w(z) 为 


Qa” ,1 _ 
wz)—USAT Ue H(z zo) oro) ' (7-30) 
在 无 穷 远 处 z 一 oo 时 的 复 速度 为 
wz)—=U,.—iV, =ULA=U: me (7-31) 
因此 在 x- 平 面 上 无 穷 了 来 流速 度 U. 为 
DT- =U, 十 iV =U me (7-32) 


式 (7-32) 说 明 .Uw 的 大 小 为 0 的 mm 们 ,而 方向 为 x 轴 的 正方 向 ， 
即 逆 时 针 方 问 许 转 mw 角度 。 


将 式 (7-29) z 一 z, 一 人 e" 代 入 式 (7-30) 的 复 速 度 表达 式 中 可 


得 在 -平面 的 圆柱 柱 面 上 的 复 速度 。 
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W(x) =U:A-U:S (fe) 人 (Ae) 


= LA Cm ee 


27na 
x 2 Tm 一 iae+B ) 
= [Us m2ising) + | 
与 式 (6-32) 对 比 可 知 : 在 xz 平面 上 以 zo 为 原点 的 圆柱 坐标 中 径 问 
与 圆周 向 的 流速 分 量 分 别 为 
u, 一 日 


(7-33) 
us = —2U” msin 和 
2TC 


在 圆柱 表面 u, 二 0, 符 合 柱 面 上 无 穿 透 边 界 条 件 。 将 式 (7-33) 与 
式 (6-93) 比 较 可 知 :这 里 无 穷 远 来 流 流速 为 mL 而 阅 柱 半 竹 为 
一 。 这 一 变换 如 图 7-9 所 示 。 


5 一 半 胃 z 一 平面 


图 7-9 圆柱 绕 流 的 线性 变换 
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(2) 项 电 数 
=06 (7-34) 
式 中 :0 和 57 都 是 实数 。 
z 和 “都 沿用 以 前 的 表示 方法 , 即 
= re (7-8) 
“一 0e" (7-10) 
通过 式 (7-34) 的 变换 得 
C=b ny7 eos (5 )+isin(F) (7-35) 
由 此 可 以 看 出 : 育 先 ,天 函数 x 二 68 将 -平面 上 的 轴线 0 二 C 要 
换 到 -平面 上 为 射线 a 二 三 。 当 变换 中 =1 时 则 为 线性 变换 ,由 


于 /为 实数 ,所 以 变换 中 角度 并 无 旋转 ,只 是 变换 比 尺 为 二 。 其 
次 ,zx- 平 面 上 的 无 限 长 直线 ,如 0=0 或 9=x 变换 到 平面 后 仍 是 
无 限 长 直线 ; 当 广 二 n 过 1 时 ,= 平面 上 的 无 限 长 直线 0 一 0 和 0 一 x 


变换 为 平面 上 的 直线 a 二 0 和 q= <2x。 ~- 平面 9 二 0 和 0 一 x 之 


间 的 上 半 平 面 区 域 变换 为 5 平面 a 一 0 至 a 二 一 <27 之 间 的 外 角 
区 域 ; 而 当 n 之 1 时 ,z- 平 面 上 9==0 至 9 二 "之 间 的 上 半 平 面 区域 变 
换 为 平面 上 a=0 至 a 一 一 之 间 的 内 角 区 域 ,如 图 7- 10 所 示 。 
-平面 上 半 平 面 沿 方 回 的 均匀 流动 其 复 垫 为 

f(z) = Uz (6-36) 
通过 寡 函 数 变换 到 弛 平面 上 就 是 上 图 7-10 中 平面 的 绕 角 流 
动 , 其 复 势 为 

有 (一 DG (1-36) 
将 式 (7-36) 与 式 (6-54) 比 较 可 知 :此 时 条 平面 上 的 来 流 流 速 为 
bU ,为 二 平面 的 & 倍 , 但 方向 仍 为 治水 平 轴 的 方向 。 
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= 一 平角 ce 一半 和 面 ce 一 平面 


图 7-10 荔 肖 数 变 撞 


7.3 癸 可 夫 斯 基 变 换 


7.3.1 便 可 夫 斯 基 变 换 式 


在 研究 理想 流体 平面 势 流 运 动 中 ,应 用 保 角 变换 的 方法 是 一 
个 将 复 淋 流动 变 为 比较 典型 的 流动 ,从 而 得 到 理论 解答 的 重要 方 
法 。 儒 可 夫 斯 基 变 换 (jJoukowski transformation) 是 保 角 变换 中 
一 个 十 分 重要 的 变换 明 数 , 它 可 以 将 红 翼 型 流动 , 统 彬 圆柱 的 流动 
等 变换 为 已 知 的 绕 圆 柱 的 流动 。 应 用 上 常 肖 相反 地 将 一 个 简单 的 
已 知 流动 ,例如 绕 圆柱 的 流动 放 在 人- 平面 上 ,而 在 z- 平 面 上 与 之 
相应 的 流动 是 需要 通过 变换 加 以 会 究 的 流动 , 即 由 世 平 面 问 zz- 平 
面 的 变换 。 

侍 可 夫 斯 基 变 换 的 解析 晒 数 具有 如 下 形式 : 


z 一 5 十 -一 (7-37) 


式 中 ,常数 C 为 实数 。 

颂 可 夫 斯 基 变 换 的 一 个 主要 特性 是 对 于 15 很 大 的 数值 ， 
> 一 ,也 就 是 说 当 距 离 原 点 很 远 处 颂 可 夫 斯 基 变 换 为 "同一 变换 ” 
(identity mapping)。 在 5 和 > 两 个 平面 中 当 距 离 原 点 其 还 处 其 
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复 速度 是 相同 的 。 如 果 在 x- 平 面 中 无 穷 远 来 流 以 某 一 冲 角 流 向 
绕 流 物体 , 则 在 平面 中 会 有 同样 大 小 的 无 穷 远 来 流 以 同一 冲 角 
流向 相对 应 的 绕 流 物体 。 
由 图 7- 寺 可 以 看 出 基 平 面 上 的 两 个 点 为 
二 pe” 
CC 


一 
me 一 


0 
上 平面 上 的 这 两 个 点 变换 到 * 平 面 上 的 一 个 点 = 十字 .在 


图 7-11 上 的 作 图 方法 是 : 自 一 点 《 画 以 C 为 半径 的 圆 的 切线 , 切 
点 为 工 ; 自 工 引 与 08 垂直 的 线段 , 交 OL 于 Q' 点 ,Q' 点 即 为 [对 于 
圆 C 的 反 演 点 , 即 0Q 一 5 ;与 Q' 点 共 斩 的 点 Q 就 代表 后;Q 与 
z 两 点 之 和 , 即 图 上 OE 与 0G 的 向 量 和 为 + 邱 ， 侍 可 夫 斯 基 变换 
式 (7-37) 的 逆 变 换 式 为 


(7-38) 


z 一 平面 ec 一 平面 
图 7-11 颂 可 夫 斯 基 变 撞 
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显然 它 是 多 值 浮 数 ,= 平面 上 的 一 个 点 对 应 呆 平面 上 的 两 个 点 。 
但 是 当 z= 十 2C 时 它 是 单 值 的 ,所 以 z= 二 土 2C 是 多 值 函 数 的 分 支 
点 (branch point) (参考 复 变 图 数论 中 有 关 解 析 延 拓 及 和 歼 曼 曲面 部 
分 )。 如 果 只 讨论 >ce 对 应 于 和 =~co ,也 就 是 要 求 z- 平 面 上 绕 流 
物体 周 线 以 外 的 流动 区 域 对 应 江平 面 上 圆周 以 外 的 流域 ,这 时 单 
值 分 支 潢 数 是 


2 
这 Z /2 _ 
Se © (7-39) 
对 式 (7-37) 求 导 , 即 
PA 
jel (7-40) 
在 < 王 士 2C, 相 对 应 “一 士 C 时 ,之 二 0, 可 见 在 分 支点 上 变换 没有 


dé 
保 角 性 。 但 是 颂 可 夫 斯 基 变 换 在 两 分 支点 以 外 的 域 中 处 处 存在 导 
数 , 也 就 是 处 处 为 保 角 变换 ， 
在 二 0 处 颂 可 夫 斯 基 变 换 有 一 奇 点 。 但 是 由 于 将 研究 的 是 
在 圆周 以 外 区 域 中 的 流动 ,5 二 0 一般 并 不 在 流动 区 域 之 内 ,因此 
这 个 奇 扣 并 无 意义 。 


7.3.2 均匀 流 统 椭圆 流 动 


在 儒 可 去 斯 基 变 换 中 设 C 为 正 实数 。 将 车 平面 上 以 原点 为 
圆心 ,a 为 半径 的 圆 (a 二 C) 转 换 到 z- 平 面 上 。 即 


2 2 
ee 
C a 


Ce . CN. 
= (4+ )cosati(a— )sina 
由 此 得 出 : 相应 于 条 平面 上 以 a 为 半径 的 圆 ,在 = 平面 上 的 曲线 


的 参数 方程 式 为 
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Ty (7-41) 
CV CY 
(z+ 二) (< 一 了 
由 此 可 见 :在 二 平面 上 是 一 个 椭圆 ,其 长 轴 位 于 x 办, 半 轴 长 度 为 
(a+ c) 其 短 轴 位 于 y 轴 , 半 轴 长 度 为 (一生 ). 
平面 的 复 速 度 W( = 与 -平面 的 复 速度 wwg(z) 二 
和 过 的 关系 为 
_dF(D df(z)dz ,~ dx 
W (5) 一 de 一 下 开 二 双人 
对 儒 可 夫 斯 基 恋 换 式 (7-37) 求 导 , 即 
dz Cr 
dt 


为 了 得 到 无 穷 远 流速 为 U 的 均匀 流 以 冲 角 a 流向 椭圆 体 而 
产生 的 统 椭 圆柱 的 流动 的 复 势 ,在 辅助 平面 纪 平 面 中 应 考虑 相同 
的 无 穷 远 来 流 绕 图 柱 的 流动 。 由 式 (6-84) 得 澡 € 轴 的 来 流 绕 圆柱 
流动 的 复 势 为 


FCD=U (tt 入) (6-84) 
现在 考虑 来 流 与 € 轴 之 间 和 角度 为 a, ,其 复 势 为 
一 ia a i 
F(W=U (te 十 乞 ) (7_42) 
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将 式 (7-39) 代 入 上 式 即 可 得 xz- 平 面 上 冲 角 为 ao 的 来 流 统 椭 加 杜 
流动 的 复 势 


到 一 (全 + 


这 一 变换 如 图 7-12 所 示 。 由 式 (7-43) 可 以 看 出 复 势 中 包括 一 个 
流速 为 U ,与 水 平 轴 成 a, 冲 角 的 无 穷 远 均匀 来 流 加 上 一 个 在 绕 流 


n 
上 2% A 
AAA = 
fh i 
-平面 -平面 


图 7-12 椭圆 绕 流 和 
物体 附近 很 显著 而 当 * 值 很 大 时 又 很 微小 的 扰动 。 在 车 平 面 上 ， 


绷 圆 柱 流 动 的 驻 点 位 于 5 一 ae 和 5 一 ae ,也 就 是 5 二 土 ae™ 
由 式 (7-37) 可 以 得 出 在 zx- 平面 上 与 此 驻 点 相应 的 位 置 为 


or 


之 二 十 ae% 十 一 -e 
a 
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2 = 
二 十 (+ 二 jcosa +ifa 一 生 )sina 
0 Ud 


从 而 得 


y= 土 fa 一 二 jsina 
式 (7-43) 有 两 种 特殊 的 情况 : 当 a 二 0 此 式 表 明 为 一 直线 的 均匀 
流动 绕 一 水 平 放 置 的 椭圆 体 的 流动 ; 当 ao 三 万 > 则 表示 为 一 玲 百 方 


向 的 均 习 流动 统 水 平 放置 椭圆 体 的 流动 。 
在 这 个 变换 中 ,如 果 令 C= 认 , 则 式 (7-37) 变 为 


之 一- -和 (7-44) 
则 对 应 于 车 平 面 上 以 a 为 半径, 原点 为 圆心 的 加 ae" 有 
:= (a— 全 jcosati(at 人 Jsine 


从 而 在 -平面 上 相应 曲线 的 参数 方程 为 


y= (et )sine 
可 得 x- 平面 曲 线 的 方程 式 为 
yy -1 (7-45) 
a) (et) 


这 是 一 个 长 轴 在 y 轴 上 , 半 轴 长 度 为 (< 十 乞 ) ,而 短 轴 在 + 轴 上 、 


半 轴 长 度 为 (4 一 所 ) 的 垂直 放 轩 的 椭 赔 。 水 平 的 均匀 来 流 绕 此 术 


融 的 流动 的 复 势 仍 可 以 从 车 平面 上 同样 水 平方 向 均 旬 来 流 统 国 
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TF 


二 


柱 流 动 的 复 势 变换 而 得 。 在 “平面 上 圆柱 经 流 的 复 势 为 


FC5=U( 疆 守 】 (5-84) 


将 式 (7-39) 代入 ,其 中 C 换 成 记 , 式 (7-39) 即 为 5 二 元 十 


(地) + 忆 ,得 到 <- 平面 琴 直 椭圆 绕 流 的 复 势 为 


f(z)—U Se a / a - 
StF) + 
(tg)[E-VE) 0]| (7-46) 


图 7-13 表示 出 这 个 变换 。 


} n 
t 用 U 
Oy | CS 
二 
=- 平面 -平面 


图 7-13 垂直 椭圆 绕 流 '” 
7.3.3 均匀 流 绕 平板 流动 
仕 售 可 夫 斯 基 变 换 中 , 当 车 平面 中 圆柱 的 半径 a 一 C 时 有 
es (4+ )eosati (a—S )sine 


~- 平面 上 相应 曲线 的 参数 方程 为 
r=2Ccosa 
Vy 二 0 
由 于 y 二 0, 桶 加 退化 为 厚度 为 零 的 水 平平 板 , 平 板 前 绿 为 a 二 x. 
xz 一 一 2C, 平 板 后 缘 为 一 0,r 一 2C。 平 板 全 长 为 4C，。 
与 上 市 中 椭圆 绕 流 相似 ,如 果 令 平板 懂 直 放置 , 且 板 长 为 2C， 


则 儒 可 夫 斯 基 变 换 中 的 C 以 j 与 代 兰 之 ,由 式 (7-37) 得 


z= (7-47) 
z- 平 面 中 长 度 2C 垂直 放置 厚度 为 零 的 平板 相应 纪 平 面 中 半径 为 
的 圆周 。 设 来 流 为 水 平方 向 的 均匀 流 , 流 速 为 U, 在 攻 平 面 中 半 
径 为 所 的 圆柱 绕 流 ,其 复 势 为 


(3) 
PPO) 一 局 "Te (7-48) 


将 式 (7-39) 代 入 式 (7-48) ,注意 式 (7-39) 中 的 C 应 以 i 代替 ,得 


一 LTL7ws 十 CC 
—UvVztiC vz —iC (7-49) 
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OT -六 rt 于: 站 


式 (7-49) 表 示 为 均匀 来 流 统 过 和 县 直 平 板 流动 的 复 执 。 由 6. 5.3 市 
可 知 : U(z 一 iC)? 为 绕 过 位 置 于 iC 点 处 的 平板 端 部 (角度 为 2r) 
的 流动 ;而 U(z 十 iC)? 则 为 绕 过 位 置 于 一 iC 处 平板 端 部 的 流动 。 
如 图 7-14 所 示 。 


了 n 


= 平面 和 -平面 
图 7-14 绕 符 直 平 板 流 动 


7.3.4 有 冲 角 均匀 流 绕 过 平板 的 流动 


在 z- 平 面 中 平板 长 度 为 2C, 沿 x 轴 放 告 , 相 应 于 平面 中 以 
原点 为 圆心 ,所 为 半径 的 圆 。 这 时 侍 可 夫 斯 基 变 换 式 为 


C 2 
人 
b+ 和 (7-50) 
在 如 平面 中 来 流 为 均匀 流 , 与 实 轴 6 轴 成 冲 角 a,, 则 流动 的 复 势 为 


$) 


F(t)=U|te "+ (7-51) 


Ce ix0 


式 (7-39) 变 为 
5 一 三 十 (这 ) 一 (号 ) (7-52) 


将 式 (7-52) 代 人 式 (7-51) ,得 = 平面 绕 平 板 流动 的 复 势 为 


对 于 名 平面 中 的 圆周 ,5 一 pe” 一 多 e", 代 入 式 (7-51) 得 


F(W=UIS 0 
| 2 ~ 人 ic- 
2 
/CC ie 一 oo ) 一 ia 一 w) 
=U (元 )[e 十 e | 
—UCcos(a—ao) (7-54) 


复 速度 允 ( 纪 一 丘 这 ,由 式 (7-51) 得 
人 
豆 ) 


(7-59) 
Cie 


在 半径 为 所 的 圆周 上 ,一 号 e* ,代入 上 式 得 


L442 。 


@ 0 


WO)=U 


~—Ue-*[e 0 一 e-ie-o) ] 

~2iUe “sin(a—ao) (7-56) 
村 aaoy 4 一 工 十 ao ， 圆周 上 有 两 个 驻 点 , 驻 点 处 圆周 线 与 成 Co 角 
jy 射线 之 间 夹 角 为 90 。 相 对 应 在 z 平面 上 驻 点 的 位 置 可 由 式 
《7-50) 相 应 于 a 二 a ,a 二 7 十 ao 得 出 。 而 且 驻 点 处 平板 与 相应 流 
县 也 正 交 。 


一 十 ( COsao (7-57) 


图 7-15 有 冲 角 平板 绕 流 


。 LZ43 。 


7.4 库 塔 - 价 可 夫 斯 基 条 件 


在 图 7-15 的 有 冲 角 平板 绕 流 中 ,z -平面 的 平板 上 有 两 个 驻 
点 。 由 于 冲 角 wm 的 存在 ,两 个 驻 点 并 不 与 前 绿 和 后 绿 重 合 。 上 
游 的 驻 点 在 平板 的 下 表面 上 , 距 平 板 前 绿 的 距离 为 C(1 一 
cosao ) 。 下 游 的 驻 点 在 平板 的 上 表面 上 , 距 平 板 后 绿 的 距离 同样 
为 C(1 一 cosao ) ,在 前 绿 和 后 绿 处 的 流动 都 将 类 似 图 6-13 所 表示 
的 绕 锐 绿 的 流动 ,在 尖锐 的 绿 问 流速 会 变 为 无 穷 大 ,在 实际 流动 
里 这 当然 是 不 可 能 的 。 从 物理 上 看 这 种 流动 可 能 有 两 种 结果 : 
一 是 在 锐 绿 附 近 流 动 发 生 分 离 ,由 图 体 壁 面 脱 开 ,所 形成 的 自由 
流 线 在 锐 缘 处 曲率 半径 不 是 零 而 是 有 限 值 ,从 而 流速 亦 为 有 限 
值 。 二 是 可 能 在 锐 绿 处 为 一 驻 点 。 绕 某 一 有 限 物体 的 流动 总 
是 有 驻 点 存在 ,设法 将 驻 点 移 至 锐 缘 处 是 可 能 的 ,这 就 是 要 满 
古本 记 中 将 讨论 的 库 塔 - 癸 可 夫 斯 基 条 件 (Kutta-Joukowski 
condition ) 。 

图 7-15 表示 有 冲 角 的 平板 绕 流 流动 ,由 图 可 见 有 两 个 驻 点 ， 
并 且 驻 点 并 不 在 锐 缘 处 。 对 于 平板 的 前 缘 而 言 , 在 实际 流动 中 , 平 
板 多 为 区 型 ,而 实用 咽 型 前 绿 多 有 共有 一 定 厚度 而 曲率 半径 为 有 限 
值 。 但 实用 凌 型 的 后 缘 则 往往 相当 尖锐 ,从 而 后 绿 出 现 无 穷 大 的 
流速 。 要 使 后 绿 的 速度 为 有 限 值 ,只 有 将 姻 型 尾部 的 驻 点 移 至 器 
型 的 后 缘 。 为 达到 此 目的 ,只 需 在 区 型 (或 平板 ) 上 加 一 有 限 值 的 
环 量 , 环 量 的 大 小 恰好 使 驻 点 位 于 后 缘 上 。 这 一 条 件 称 为 库 塔 - 颂 
可 夫 斯 基 条 件 。 

图 7-16 表示 在 有 冲 角 的 平板 绕 流 中 增加 环 量 使 平板 尾部 的 
驻 点 与 后 缘 重 合 。 
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了 7 
2 NS 
ol? 2 

2 一 闭 面 6 一平 面 


图 7-16 库 塔 - 儒 可 夫 斯 基 条 件 ''， 
由 6. 6.2 节 有 环 量 圆 柱 绕 流 的 复 势 ( 式 (6-89)) 得 


C 
和 


FC(E)=U Se 0 jC (7-58) 
(5 
复 速度 为 
Cx? 
W(O)=U |e Le m Tar (1-59) 


在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 所 的 圆周 $= 所 e* 上 复 速度 为 


Wu(E) =2iUe "sin(a—ao) + Le" (7-60) 
库 塔 -人 血 可 夫 斯 基 条 件 要 求 后 缘 为 一 驻 点 , 即 该 点 处 流速 为 零 。 
即 当 a=0 时 ,W( 导 )=0 代入 式 (7-60) 得 


0=2iU( 一 sinc) 十 区 (7-61) 


由 此 :为 使 后 缘 处 符合 库 塔 - 颂 可 夫 斯 基 条 件 的 流动 ,需要 增加 的 
环 量 厂 应 为 
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T=2xCUsina, (7-62) 
或 者 为 了 更 有 普遍 意义 ,使 圆周 半径 为 a, 此 式 与 为 
T= 4rxaUsina, (7-62 ) 
为 了 计算 弛 平面 上 绕 流 圆柱 的 受 力 情况 ,引用 布 拉 休 斯 定律 ， 
由 式 (6-96) 得 
Fe 一 iF, 一 痕 中 ( 例 ) dt=i 4， W’ (C) de 


式 中 ; 2 为 流体 密度 ;9 为 圆柱 周 线 。 由 式 (7-59) 得 


、4 " 、2 
"wy 
2 T1722ia, _ _ 
WwW (CL)=U C 十 4 4 区 2 C2 5 
C 2 
. _ UT (去 @"0 
iUTe ' 2 
十 iE x (7-63) 
由 留 数 定理 式 (6-98) 可 得 
Fi 一 iF, 一 将 | 2r . res ( 守 ) | 
由 式 (7-63) 得 
2 TT Tf i 
res (Tz) =resW’ (t= 
所 以 可 得 
上 :一 下 ,一 一 10UPe 
了 -一 — oUFTsinao 
| (7-64) 
F,=poUTcosao 


如 图 7-17 所 示 ,F, 为 玲 同 力 ;F 为 水 平 力 ,是 由 于 前 绿 处 流速 增 
加 、 压 强 减 小 而 产生 的 吸力 ;Fi 与 FF 的 合力 L=V 民 十 二 PUT 为 
库 塔 - 颂 可 夫 斯 基 升 力 ; 在 均匀 流 方向 的 阻力 DD 为 零 . 这 是 由 于 没 
有 考虑 流体 粘性 的 结果 ,实际 流动 中 由 于 流体 的 粘性 必 存 在 阻力 。 
由 式 (6-99) 芭 作用 于 统 流 圆柱 的 力矩 M 为 
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AT 一 一 号 Re| 2xi， rest( | 


由 式 (7-63) 得 rest ( 守 ) = 


-2U: (所 )】 , 由 此 
M=0 (7-65) "> 


说 明 没 有 力矩 作用 。 
在 x 平面 流体 作用 于 证 椒 上 加 7_17 国 柱 绕 流 作用 力 
的 力 为 
Ry i (dE). 
-£9 (Ee) 
-9 (ft) 下 4 
由 式 (7-50) 可 得 
de © 
dz bz (5) 
由 式 (7-63) 已 知 W:(8) 的 表达 式 ， 义 千 =W(8) ,所 以 
U0 (SS) 加 | 202 (号 ) 
iY 一 也 中 ~ C4 eg £2 


此 式 表明 在 $=0,5== 所 ,5 二 一 所 处 有 奇 点 。 求 作用 力 时 应 将 这 3 
个 奇 点 处 的 留 数 相 加 , 见 附录 轩 .9 节 。 被 积 函数 可 以 简化 为 


SW (OD= Ue mb t ev (Ft2U: (SS) ) 


(9)( 
由 此 可 见 ; 在 “= 0 时 ,其 留 数 应 等 于 于 ( 声 ) 项 的 系数 ,并 代入 式 
(7-62) 矿 二 2xCUsina, 即 


Ur( CY) en 
es WW (0) = (a) 
a 


ie 


i 


— Ue® 。2rCUsina 
pi 
一 2iL Csinauo em (a) 
C 
在 5 一 时 ,其 留 数 为 
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YY 2 
= (3) (coOs2an 一 1) 十 SINA, 习 去 


由 三 角 人 公式 (cos2ao 一 1) 二 一 2sin:oo,， 且 由 式 (7-62) 了 二 
2nxCUsina,。 代入 上 式 得 


res Pw’ ()=0 Cb) 
在 54 一 一 所 时 ,其 留 数 为 


res bw: (_C)- [U0 (—$) em te (-§) 


和 20 (2 2sin?o) —E 


nn 
CUTsingo | 1 工 
BE 
将 PP 一 2rCUsinas 代 人 ,得 
dewi/ 上 于- 本 
resS 6 | 7 ] 4CU’ sin’ ao 的 
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三 个 奇 点 留 数 之 和 为 式 (a) 十 式 (b) 十 式 (6) 一 2iUzCsinasem 十 
4CU sin ao, 从 而 计算 流体 的 作用 力 为 


X—iY = [2xiC2iU2C sinasem + 4CU: sin’a, ) ] 


=— noL2CU’ sin’ ao ti2CU sinaocosao | 
一 一 OUP sinao — 10UTcosao 


因此 可 得 
么 一 一 OUP sina, 
(7-66) 
Y =P0UT cosan | 
升力 工 为 
L=V Xi 4Y’ =oUr (7-67) 
升力 系数 为 
C1 二 < CC 一 2TXSInao (7-68) 


一 -一 -一 一 
FpU » 2C PU OC 


由 于 未 考虑 粘性 ,阻力 D=0。 由 式 (7-68) 可 以 看 出 升力 系数 与 冲 
角 a。 有 和 密切 关系 。 当 冲 角 很 小 时 ,a 二 sinao ,Ci 与 冲 角 ao 成 正比 。 
由 式 (7-67) 知 绕 流 物体 的 升力 主要 决定 于 环 量 , 对 于 有 尖锐 后 毕 
的 绕 流 物体 , 环 量 的 大 小 又 必须 使 后 缘 处 符合 库 塔 - 颂 可 夫 斯 基 
条 件 , 因 此 升力 的 核心 问题 就 是 这 个 环 量 是 如 何 产 生 的 ,又 是 如 何 
确定 其 数值 的 。 

设 在 一 个 原来 处 于 静止 的 流 场 中 ,机 惨 起 飞 时 开始 加 速 并 最 
终 稳定 在 速度 为 U。 的 飞行 。 在 起 飞 时 刻 流 体 原 系 静止 , 流 场 无 
痪 。 根 据 开 尔 文 定理 ,流动 将 始终 无 涡 。 机 到 突 然 起 动 , 绕 经 型 流 
动 将 是 无 环 最 绕 流 ,这 时 尾部 驻 点 在 村 型 上 表面 B 处 ,如 图 7-18 
所 示 。 红 型 后 缘 A 处 由 于 流动 绕 过 锐 缘 ,流速 很 大 而 压强 降低 。 
委 型 下 面 的 流体 绕 过 A 点 流向 B 点 时 ,流动 是 由 低压 区 流向 高 压 
区 ,因此 流动 将 与 物 面 分 离 。 从 而 产生 图 7-18 所 示 的 道 时 针 方 向 
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的 正 旋 涡 , 随 着 流体 向 下 游 运动 带动 旋涡 由 器 型 尾部 剥落 , 流 癌 下 
游 。 这 个 产生 于 恤 型 后 缘 并 流向 下 游 的 旋 渔 称 为 起 动 闹 (starting 


vOrteX) 。 


多 - 


图 7-18 机 村 起 飞 时 尾部 流动 图 7-19 绕 要 型 环 量 的 产生 


在 流 场 中 如 果 画 一 边界 线 ABCD ,如 图 7-19 所 未 ,包含 了 辟 
型 和 起 动 涡 。 沿 这 条 周 线 翼 型 起 飞 前 和 以 后 环 量 始 终 为 零 。 当 起 
动 涡 产 生 并 流 同 下 游 后 ,为 保证 在 ABCD 的 流域 内 涡 量 为 零 , 则 


图 7-20 要 型 起 飞 过 程 中 环 量 的 形成 ” 


在 到 型 上 必 将 产生 一 个 与 起 动 涡 大 小 相同 而 方向 相 反 的 旋涡 ,这 
个 涡 称 为 附着 涡 (bound vortex)。 附 着 涡 的 涡 量 就 是 环绕 鬼 型 的 
环 量 。 在 ABCD 所 划 出 的 区 域内 如 果 用 EF 线 将 区 域 分 割 为 两 


~ 


(a) 飞机 刚刚 起 飞 的 膀 间 ,起 动 涡 开始 形式 


- Te 
a A” 
AN "i v > 
~ =- -~ ea 
7 ~ Es 
人 当 吉 直 ~ 
o CA re. WB sp Bene 二 一 要 > 
~ “woogie we Ce As、 wa ee 一 wm 
pe ev 
pay 本 
> ea — > wo pe 
人 
a da ~ be 


(b) 中 间 过 程 ,起 动 涡 脱落 可 型 向 下 游离 开 


Bi ~ Snap 


(c) 绕 翼 型 形成 稳定 的 流动 ,由 附着 油 形 成 绕 翼 
型 环 量 达到 一 个 稳定 的 数值 


~ 


图 7-21 要 型 起 飞 过 程 中 环 量 的 形成 
(Prandtl and Tietjens,1934) 


% SI 


部 分 , 则 起 动 涡 使 CDEF 周 线 上 有 一 正 环 量 而 ABFE 周 线 上 或 者 
说 辟 型 周 线 上 有 一 负 环 量 。 这 时 由 于 绕 辟 型 流动 的 这 一 附着 涡 而 
产生 的 环 量 使 尾部 驻 点 同 后 缘 和 移动。 尽管 由 于 图 7-18 上 的 BB 点 
回 A 点 和 菲 近 而 使 产生 的 起 动 涡 未 渐 减 小 ,但 它 仍 是 被 流动 带 向 下 
游 ,使 CDEF 区 域内 的 涡 量 逐渐 增加 ,同时 也 使 绕 费 型 的 环 量 逐 
半 增 加 , 而 绕 辟 型 的 环 量 的 增加 又 使 如 点 继续 向 后 缘 移 动 ,这 是 
一 个 池 进 的 过 程 如 图 7-20 所 示 , 直 至 村 型 的 速度 达到 一 个 稳定 的 
飞行 速度 U,, 从 经 型 上 看 相当 于 有 无 穷 远 均匀 来 流 绕 过 既 型 流 
动 。 这 时 尾部 驻 点 移 至 后 缘 A 处 ,轻型 上 下 两 面 流 过 的 流 线 在 尾 
部 平顺 光滑 ,后 缘 处 流速 为 有 限 值 ,也 就 是 说 在 尾部 流动 符合 库 
塔 - 儒 可 夫 斯 基 条 件 。 这 时 尾部 不 再 会 发 生 旋 涡 , 绕 翼 型 流动 的 
环 量 达 到 一 个 稳定 的 数值 。 如 果 机 器 上 的 速度 发 生变 化 则 将 产生 
加 速 涡 或 减速 涡 , 涡 的 脱离 使 绕 翼 型 的 环 量 又 将 发 生变 化 。 

图 7-21 的 照片 是 用 试验 的 方法 拍摄 的 惨 型 起 飞 和 起 动 涡 形 
成 的 过 程 。 


7.5 对 称 儒 可 夫 斯 基 翼 型 


通过 伪 可 夫 斯 基 变 换 可 将 5 平面 上 一 族 圆 心 由 原点 移动 一 个 
小 的 距离 的 圆周 变换 为 z -平面 上 的 一 族 圳 型 ,这些 经 型 称 为 癸 可 
夫 斯 基 恬 型 族 (Joukowski family of airfoils) 。 首 先 考 虑 圆心 在 实 


铀 上 进行 移动 的 情况 。 由 上 节 已 知 在 《平面 上 当 圆 半径 为 了 时 ， 


相当 5 一 土 所 的 点 在 = -平面 上 为 锐 缘 点 ,= 一 士 C。 如 果 z -平面 

上 为 一 机 型 ,其 前 缘 为 具有 一 定 曲率 半径 的 曲线 形状 ,在 流 场 中 沼 

前 缘 曲线 周 线 应 无 奇 点 ,因此 5 二 一 所 的 点 在 平面 内 应 该 在 峡 
L593 。 


C 
周 线 以 内 ;相反 地 ,要 型 的 后 缘 相 应 在 发 平 面 上 5 一 瑟 的 点 是 一 个 
锐 缘 点 , 它 应 该 在 平面 的 圆周 线 上 。 这 样 就 需要 圆心 取 在 
5 一 一 wm 点 ,om 为 实数 而 半径 应 为 与 十 mw。 如 图 7-22(a) 所 示 。 设 
圆周 半 和 为 a，, 则 


号 (1 十 e) (7-69 ) 


nn 
IE /2 > 
2 - 二 小 三 
TY Co 一 所 


(b) 


图 7-22 对 称颂 可 夫 斯 基 要 型 ' 


如 果 e=0 则 在 “平面 上 为 一 平板 。 可 以 想像 当 se 拉 1 时 
>- 平 面 应 为 一 薄 的 翼 型 , 收 弦 的 前 缘 和 后 缘 相 对 应 在 生平 


面 上 为 5 一 一 ( 纯 ++2m) 和 一 号 两 个 点 。 应 用 儒 可 夫 斯 基 


。 DO4 。 


变换 式 (7-37)，g= 扣 的 点 相对 应 在 x 平面 上 为 <=C 而 


一 一 (所 十 2m)== 一 号 (1 十 2) 的 点 相对 应 在 x- 平面 上 为 


c (3) 


过 = Cl) ey 


= 一 总 (1 十 2e) 人 5 [1 一 2e 十 o(e*)] 
(Co(e) 


如 果 e 是 小 量 , 忽 略 二 阶 小 量 可 以 得 到 z= 二 一 C。 因 此 强 长 (一 2C。 
这 表明 当 只 考虑 一 阶 小 量 s 时 由 于 条 平面 圆心 的 移动 并 未 影 啊 z- 
平面 次 型 的 弦 长 。 
现在 来 计算 辟 型 的 最 大 厚度 :。 由 图 7-22(a) 所 示 的 车 平面 
圆周 5 一 Re" ,通过 其 三 角 关 系 可 得 
Q =R’ 二 +m —2Rm cos(n—a) 
二 RR 十 m’ 十 2Rm cosa 


又 4 二 史 十 m, 所 以 
(S++m) =R’ (1 二 + 梧 十 人 cosa ) 


沿 圆周 R 关 邱 , 因 此 于 过- 及 ,如 果 考虑 s 的 一 阶 量 , 则 人 5 项 


2 
可 忽略 ,于 于 


1 


十 7 =R(1+?2 入 cosa) 


SEE 


=R| 1 十 于 cosa 十 o(e) | 


2 


从 而 ,在 只 取 *e 的 一 阶 量 时 
宁 (1 十 e) 一 尽 十 mmcosa 


人 
2 


得 一 二 | 1 十 e(1 一 cosa) | 


此 式 表明 在 和 平面 的 圆周 上 的 点 ,其 向 径 随 a 角 变化 的 关系 当 
z=0 时 ,R= 上; 随 之 当 “ 增加 .R 也 增加 ;最 大 值 在 <=x 时 ,此 时 


R= 所 (1 十 2e)。 在 攻 平 而 上 网 周 可 由 下 式 表示 
a _C i 
C= Re 一 了 LI 十 (1 一 cosa) je (7-70) 


通过 癸 可 去 斯 基 变 换 转 换 到 -平面 ,但 


Cy C_ ， 
z li)_c 宁 [1 十 e(1 一 coso) e“ 十 2 
~ [1 二 (lcosa) 


=5[1 +e(l cosa)Je" 十 号 [1 一 上 (1 一 cosa)- 二 ofe ) je 
C . 
一 FL2cosati2e 1 一 cosa)sina 十 o(e ) 


忽略 二 阶 以 上 小 量 ,可 得 到 zx- 平面 经 型 的 参数 方程 式 为 


并 一 人 COSQ 
| (7-71) 
y=Ce(l—cosa)sina 
消去 参数 w, 得 次 型 方程 式 为 
rz _ 
y=Cell 二 入/ ( 云 ] (7-72) 
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对 式 (7-71) 中 y 的 表示 式微 分 , 当 氏 ==0 时 ,可 得 到 当 型 的 最 大 厚 
度 1。 对 式 (7-71) 的 y 微分 得 


sin’ a 二 (1l—cosa) cosa 一 0 
从 而 得 到 


COS20= coOsa 


即 "= 0,o 一 笠 ,o 一 笠 。a 一 0 相当 权 型 的 后 缘 , 是 最 小 厚度 点 ,最 


大 厚度 点 位 于 a 二 他 ,a 二 冬 两 点 ,此 时 两 点 的 位 置 为 


i 
2 
最 大 厚度 上 应 等 于 这 个 y 值 的 两 倍 , 即 
了 一 23 (7-73) 
由 此 式 可 见 翼 型 最 大 厚度 与 < 成 正 比 , 也 就 是 说 与 一 成 正 比 ,7 


2 
为 条 平面 中 圆心 移 离 原 点 的 距离 ,mm 越 大 ,上 也 越 大 。 由 式 
(7-73) 得 


4 1 1 
ey 
353 l 
式 (7-72) 可 改写 为 
yy 0 Ne 
| +0. 385 (1 2 ) 1 (2 1 ) (7-75) 


之 的 最 大 什 应 为 0. 5 而 其 最 小 值 为 一 0. 5 均 出 现在 z= 一作 处， 


后 缘 符 合 库 塔 - 儒 可 夫 斯 基 条 件 时 的 环 量 卫 应 符合 式 
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(7-62 ) , 即 
T= 47naUsingo (7-62 ) 
这 时 加 半径 已 不 是 所 而 是 a 二 区 十 msm 一 e 所 二 0.77 二 所 ,内 此 
环 量 为 
T=4nxaU sinao 


=xUL (1+0. 77 了) sina, (7-76) 


由 此 式 可 见 要 求 的 环 量 与 来 流 流速 , 缀 型 弦 长 ,最 大 厚度 和 冲 角 有 
关 。 作 用 于 性 型 的 升力 由 式 (7-67) 可 得 


L 一 PUT 一 xpU2L 人 (1 二 0 77 二 jsina (7-77) 

升力 系数 为 
C=27 (1+0. 77 了 )sina (7-78) 
当 1 一 0, 玫 型 退化 为 平板 ,Cr 一 2rsinao ,与 式 (7-68) 一 致 。 可 见 鞠 
型 厚度 的 作用 是 使 升力 系数 增加 。 但 是 厚度 增 大 后 流动 在 钝 头 物 
体 上 发 生 脱 离 的 可 能 性 较 之 流线型 (streamline) 物 体 增加 ,由 于 这 


些 现象 主要 是 粘性 的 作用 ,本 书 中 不 加 详细 讨论 。 
由 于 在 二 平面 中 图 心 由 原点 5 一 0 移 至 5 二 一 m 后 ,这 时 流动 


的 复 势 可 由 式 (7-58) 中 用 (5 十 m) 代 替 5, 用 a 代替 与 - 即 得 


_ 一 iag a ia iT 5 十 7 
FCOD=U| (G+m)e tee + 半 nl( | ) (7-79) 
式 中 : 
加 7 三 人 
人 十 0， 77 地 
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四 tC 
1 一 0 711- 7 


F=xUL(I 十 0， fw 7 jsinas 


流动 情况 如 图 7-22(b) 有 所 示 。 改 变 m 即 可 得 到 一 族 不 同 厚 度 
的 己 型 。 


7.6 加 缴 翼 型 


上 节 中 把 平面 圆周 的 圆心 在 实 轴 上 移动 一 个 小 的 距离 m 
并 使 半径 略 大 于 与 得 到 一 个 对 于 x 轴 对 称 的 薄 的 侍 可 夫 斯 基 恤 


型 。 本 节 中 将 这 一 半径 略 大 于 所 的 圆周 的 圆心 在 虚 轴 上 移动 一 个 
小 的 距离 ,由 O 〇 点 移 至 O' 点 ,这 样 就 可 以 通过 侨 可 夫 斯 基 变 斤 
在 >- 平面 上 得 到 一 个 圆 弧 光 型 , 它 没有 厚度 ,但 是 却 具 有 过度 ,如 
图 7-23 所 示 。 

图 7-23 中 国 心 在 7 轴 上 由 原点 O 移 ” 的 距离 。 由 于 机 型 后 
毕 应 为 锐 缘 , 因 此 平面 上 的 圆周 须 经 过 5 二 点 ,而 且 5 一 一 
相应 为 另 一 锐 缘 点 。x- 平 面 的 圆 弧 滤 型 可 通过 任 可 夫 斯 基 变换 得 
到 。 与 上 节 同 样 地 在 纪 平 面 中 圆周 上 的 点 以 5= Re" 表 示 ,R 为 
的 图 数 。 代 入 式 (7-50) 得 

器 最 


R Ce 
C 2 
2 


z 二 Re" 十 


cosa 二 1 


( 2 
R——— |sina 
R 


L009 。 


从 而 得 到 以 a 为 参数 的 =- 平 面相 弱 的 参数 方程 尺 为 


(3) 
TX 二 |] 民 十 COSQ 
, 7-80 
9 和 
< 
y 一 | 开 一 SInC 
R 
消去 RR, 得 
C 
(#5)| ，， 
2sinza-- 只 cosa 一 | 尺 十 sin acos’ a 
R 
C 2 ~、2 
(3) | 
一 | 民 — sin2acos a 
一 C2zsin2acos a (7-81) 


为 了 消去 参数 a, 在 图 7-23(a) 中 ,由 三 边 4,K,n 组 成 的 三 角形 中 
的 三 角 关 系 为 


a =R’+n:—2Rn cos( 本 一 
由 于 一 (号 ) 十 到 ,代入 上 式 得 
(号 ) 二 +n 二 R’: 二 nn’ 一 2RKnsina 


因此 


又 由 式 (7-80) 得 


» 200 。 


5& 


[人 
AAA 一 一 X MA 
S03 i 
(b) 
图 7-23 轿 绝 村 型 
C 之 
< 0 
os < sina 
R 
代入 上 式 得 
~ pnsina 
sin se 
从 而 得 到 


cos:a 二 1 一 之 


2n 
代入 式 (7-81) 得 抵 型 方程 式 为 


。 61 。 


5 


化 简 为 


或 写 为 


C | re 

| 
2 2 

(7-82) 

这 和 古 一 个 圆 的 方程 式 。 由 y= 王 2nsina 可 知 y 必须 是 大 于 零 ,也 就 

是 说 在 这 个 圆 中 ,只 有 y 之 0 的 圆 弧 部 分 才 是 对 应 和 平面 圆周 的 图 

形 。 至今 为 止 并 没有 做 任何 近似 的 假定 。 如 果 像 上 节 一 样 ,引入 


,并 假设 0 志 e 才 1, 则 式 (7-82) 简 化 为 


(#) 


zx“ 十 y 十 =|( 


-© 
2 


(1-83) 


(- 
由 此 可 见 在 x -平面 ， 由 和 上 人 处 ,而 网 的 半径 为 


(- 
5 ,1 .下 面 可 以 求 出 弦 长 ! 和 最 大 弯 度 A。 首 先 在 z- 平 


面 上 潜 弦 的 前 缘 和 后 缘 点 均 位 于 7 轴 上 ,也 就 是 y= 二 0 处。 由 式 
(7-83) 可 求 出 弦 长 ,这 时 .r= 二 土 C。 因 此 弦 长 /为 
[=2C (7-84) 
由 图 7-23 可 以 看 出 当 x 二 0 时 vw 有 最 大 仁 . 可 从 式 (7-80) 得 到 
。262 ， 


7 一 0 时 一 本 而 y 一 2nsin?e 一 22。 这 就 是 最 大 弯 度 值 。 即 
h=2n (7-85) 
如 果 用 =- 平面 的 参数 1,h 代 殖 茹 平面 的 参数 气 ,n, 则 xz- 平面 的 喝 
型 方程 式 由 式 (7-83) 可 得 
十 (y+ 夺 ) = 和 (1 二) (7-86) 
为 使 圆 弧 翼 型 后 缘 符 合 库 塔 - 储 可 夫 斯 基 条 件 ,5 平面 圆周 边界 上 
的 后 驻 点 位 置 应 该 在 A 点 (6 一 邱 ) 处 。 也 就 是 不 仅 要 使 角度 与 无 


穷 远 来 流 方向 反 转 ao。 角度 而 且 还 要 增加 由 A 至 A 所 需 旋 转 的 角 
度 ,这 个 小 角度 可 由 下 式 计 算 : 


7 
arctan 一 arctane 二 € 十 o(E’) 


CC 
2 


因此 为 了 保证 zx- 平面 后 驻 点 与 后 缘 重 合 ,加 在 绕 流 物体 上 的 环 量 
应 该 是 


T=47xUa sin(ao 十 E) (7-87) 
sx 口 jr a | 
当 只 考虑 e 的 一 阶 量 时 ,由 a=/ (到 ) 十 到 可 得 一 六。 所 以 
nl 
二 te Sin We (7-88) 


升力 为 


L 一 oUr 一 np 二 SIn 


nn 
0 (7-89) 


相应 的 升力 系数 Ci 为 
»* ZL03 。 


nn 
co 十 一 一 (7-90) 


将 /一 2C 必 一 22 代入 ,得 
> 一 2xsin{w 十 全) (7-91) 


与 式 (7-68) 绕 流 平板 的 升力 系数 相 比较 ,可 知 正 的 弯 度 使 升力 系 
数 有 所 增加 ,而 且 由 于 这 个 增加 使 得 在 冲 角 为 零 时 升力 系数 并 不 

由 于 在 弛 平面 中 圆心 的 位 置 不 在 原点 而 是 移 到 =i 处 , 因 
此 “ 刁 - 平 面 绕 该 圆周 的 流动 其 复 势 为 


. _ a” a C— 17 | 
F(WD=U| (E in) pe + 车 了 n (> ) (7-92) 
式 中 ， 4= 忆 二 并 ， nm 一 二， Fr 一 xUlsin{w 十 洒 )。 


式 (7-92) 是 完全 以 必 型 几何 参数 表示 的 复 势 方程 式 。 图 7- 
23(b) 表 示 在 平面 和 zx- 平面 中 流动 的 图 形 。 像 平板 绕 流 一 
前 缘 为 一 奇 点 ,流速 趋 于 无 穷 大 。 但 当前 缘 为 具有 一 定 曲 次 的 头 
部 或 即使 前 缘 为 锐 缘 ,流动 会 发 生 分 离 ,使 流速 具有 一 定数 值 , 从 
而 奇 点 不 再 存在 。 


7.7 儒 可 夫 斯 基 台 型 


由 前 两 节 已 知 : 当 革 平面 上 圆周 的 圆心 在 实 轴 上 移动 一 个 小 

的 距离 mr 就 会 使 2- 平面 相应 的 次 型 具有 一 定 的 厚度 ;而 交心 在 虚 

轴 上 移动 一 个 小 的 距离 n 就 会 使 >- 平面 的 缀 型 具有 一 定 的 弯 度 ，。 

因此 可 以 设想 如 果 圆 心 位 于 第 二 象限 内 ,如 图 7-24(a) 所 示 , 与 诛 

点 有 一 个 小 的 距离 p, 则 z -平面 上 相应 的 咽 型 就 会 既 有 一 定 的 弯 
。264 ，。 


虎 也 有 一 定 的 厚度 。 为 了 保持 后 缘 为 锐 缘 仍 使 条 平 面 的 圆周 通 
过 #=- 蕊 点 。z- 平 面 要 型 的 几何 参数 有 弦 长 ,最 大 厚度 和 最 大 
弯 度 岂 。 这 种 避 型 称 为 人 丑 可 夫 斯 基 辟 型 (Joukowski airfoil)。 显 
然 副 型 的 厚度 与 圆心 离 虚 轴 ( 人 7 轴 ) 的 距离 有 关 而 于 型 的 弯 度 与 圆 
心 离 实 轴 (# 轴 ) 的 距离 有 关 。 强 长 则 主要 决定 于 5 平面 上 圆周 的 


2 
半径 一 
位 7。 


(b) 


图 7-24 全 可 夫 斯 基 要 型 人 


由 上 节 圆 弧 哆 型 已 知 : 当 取 'e 的 一 阶 量 时 ,>z -平面 的 翼 型 方 
程式 为 式 (7-86) ,这 就 是 儒 可 夫 斯 基 必 型 的 愤 型 中 线 。 恤 型 的 上 
表面 和 下 表面 对 称 于 这 条 中 线 , 因 此 颂 可 夫 斯 基 翼 型 方程 式 就 是 
在 式 (7-86) 的 基础 上 再 加 上 式 (7-75) 中 的 y 值 , 即 


。 <65 。 


一 一 一 
< 二. 
> (1+ )- ”8h (7-93) 


TN1-(27) 
式 中 的 “十 ?号 表示 上 表面 “一 ”号 表示 下 表面 。 
由 式 (7-78) 已 知 由 于 翼 型 厚度 1 的 影响 ,升力 系数 提高 了 


0.77 于 ,又 由 式 (7-91) 知 由 于 权 型 的 计 度 A 使 计算 翼 型 升力 系数 


士 0.3854( 1 一 2 


时 ,在 原 有 冲 角 a 的 基础 上 再 增加 一 个 角度 全 ,所 以 对 于 儒 可 夫 
斯 基 必 型 ,升力 系数 C, 为 


、_ yh | 
Cr =2 (1+0.77 1 )sin(w 二 5 ) (7-94) 
在 平面 ,无 究 远 来 流 为 U 的 均匀 流动 绕 过 圆周 的 流动 其 复 
势 为 
加 加 四 DT em im 5 一 pe" 
F(W=U| (5 一 pe te tn (Te) 
(7-95) 


式 中 : pe* 为 圆心 所 在 点 的 位 置 ;a 为 攻 角 ;a 为 圆周 半径 。 由 式 
(7-79) 圆 心 与 7 轴 之 间 的 水 平 距离 为 pcos6= 一 0.77 与 ,圆周 


半径 a 4 二 个 十 0.77 地 与 ， 由 式 (67-85) 知 圆心 与 上 轴 的 垂直 距离 为 
psin8 一 祭 。 为 保证 后 缘 处 符合 库 塔 - 侍 可 夫 斯 基 条 件 而 需要 的 环 


2 
量 ,并 考虑 到 厚度 和 弯 度 的 影响 后 为 


T= 7U! (1+0. 17 了 sin ( ao 


图 7-24(b) 给 出 了 平面 和 x- 平 面 上 流动 的 图 形 。 需 要 特别 注意 
的 是 : 本 节 中 考虑 es 为 小 量 , 从 而 厚度 和 膏 度 部 是 比较 小 的 情况 ， 
。 266 。 


7) (7-96) 


因为 如 果 厚 度 增 加 或 弯 度 加 大 ,流动 情况 将 会 发 生 很 大 变化 ,将 不 
再 是 本 节 中 所 讨论 的 流线型 的 辟 型 ,其 至 可 能 产生 失速 现象 。 


7.8 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 弗 变换 


7.8.1 简单 封闭 多 边 形 


凡 边 界 由 直线 组 成 ,有 旦 符合 : 

(1) 油 边 界 可 从 边界 上 一 个 点 走 到 边界 上 另 一 个 点 ,也 就 是 
说 边界 是 连通 的 ,没有 互 不 连接 的 独立 边界 。 

《2) 边界 把 平面 划分 为 内 外 两 个 区 域 , 内 区 的 点 称 为 内 点 , 任 
何 两 个 内 点 都 可 用 一 条 不 与 边界 相交 的 线 连 接 。 同 样 , 外 区 的 点 
称 为 外 点 ,任何 两 个 外 点 都 可 用 一 条 不 与 边界 相交 的 线 连 接 。 由 
内 区 移 到 外 区 则 不 可 能 不 通过 边界 。 由 此 可 见 内 点 ,外 点 和 边界 
分 别 构 成 连通 系统 。 

符合 以 上 两 个 条 件 的 图 形 称 为 简单 封闭 多 边 形 。 在 流体 力学 
中 多 边 形 的 边界 可 延伸 到 无 穷 远 。 内 区 的 定义 为 沿边 界 逆 时 针 移 
动 时 的 左 侧 区 域 ， 

利用 保 角 变换 的 方法 ,可 使 z- 平 面 土 任何 简单 封闭 多 边 形 的 
边界 变换 为 和 平面 上 的 实 轴 ,这 时 多 边 形 的 内 区 变换 为 对 平 面 的 
上 半 平 面 。 多 边 形 内 部 的 流动 相应 地 变 为 车 平面 上 半 平 面 的 
流动 。 


7.8.2 施 瓦 效 -克里斯托弗 变换 


设 ae 是 5- 平 面 实 轴 上 的 ?个 点 ,并 且 <e<po<c<…。 
a.PB,Y.…… 是 之 - 半 面 有 7 个 项 点 A,B,C,… 的 简单 封闭 多 边 形 的 
内 角 . 如 图 7-25 所 示 . 并 且 

a 十 bB 二 7Y 二 "一 (nn 一 2)7 
* 2207 ， 


alaay DIDp IO ccca 


6 一 平 而 
图 7-25 SC 变换 


则 为 施 玉 效 - 克 里 斯 托 熙 变换 (Schwarz-Christofftel transforma- 
tion) 简 称 S-C 变换 ,其 变换 式 为 

Ek ba EO -97) 
这 一 变换 可 以 把 zz 平面 上 的 封 奢 多 边 形变 为 5 平面 上 的 实 轴 ,多 
边 形 的 顶点 A,B,C,… 对 应 攻 平 面 的 a,6b6,c,… 点 。 当 多 边 形 为 简 
单 多 边 形 时 ,多 边 形 的 内 部 变换 为 和 5 平面 实 轴 以 上 的 上 半 平 面 。 
式 (7-97) 中 的 & 为 常量 ,可 以 是 复数 &=ce ,ao 和 4 为 实数 。 当 


一 a, 则 名 5 不 是 等 于 零 就 是 趋 于 无 穷 大 , 视 元 一 的 数值 而 定 ,a 之 ， 
和 一 0 而 “<x, 生 ~。 在 上 半 平 面 以 cc … 为 中 心 ,半径 为 s 
作 半 圆 从 而 把 ca,2,c,… 等 点 从 实 轴 上 避 开 ,如 图 7-25 所 示 。 中 
心 在 a 的 小 半圆 周 与 实 轴 相交 于 ai,a* 两 点 , 当 & 沿 实 轴 增加 时 
不 经 过 a 点 而 沿 a1 ,经 过 小 半圆 周 ,a; 进行 ,从 而 避 开 a 点 。 同 样 
处 理 b,c 等 点 。 对 应 于 车 平面 上 的 ai,as ,01,6;,… 在 -平面 上 有 
Al,A,,B,B,,… 等 。 

现在 来 证 明 以 下 三 点 : 

(1) 当 名 增加 时 ,例如 由 a; 增加 到 六 时 ,在 -平面 上 为 一 直 

* 208 。 


线 , 由 A, 到 Bl。 
(2) 当 “ 再 增加 时 ,由 巴 到 5b ,越过 5 点 时 ,在 -平面 上 的 直 
线 折 转 (x 一 8) 角度 。 
(3) 志平 面 的 上 半 平 面 对 应 于 z- 平 面 多 边 形 的 内 区 。 
首先 取 式 (7-97)S-C 变换 式 两 侧 的 幅 角 , 即 得 


arg(ds) 一 arg(dc) 一 4 十 Co )arg C—a) 


+ (一 1)arg( 6—6) 


+ (El)arg(t—O) + (a) 


当 “ 由 az 同 0 移动 时 ,4d5 的 幅 角 保持 为 零 , 即 arg(d5) = 0。 
(一 a) 应 有 实 的 正 值 ,因此 arg(5 一 ca) 王 0。 而 所 有 (5 一 四) (5 一 c) 
等 均 为 实 的 负 值 ,因此 arg(: 一 5)= 二 arg([ 一 cc) 二 … 一 x。 于 是 在 
ap 这 一 段 实 轴 上 式 (a) 为 
arg(dz) 二 4 十 (Bp 一) 十 (7 一 0 十 … 
一 const (Cb) 
说 明 A,B, 为 z -平面 上 的 一 条 直线 ,其 幅 角 为 常数 。 同 样 地 如 果 
“从 六 向 Ci 移动 可 得 
arg(dz) 二 A 十 (7Y 一 7) 十 …。: 
~ const (Cc) 
说 明 z- 平 面 上 B,Ci 为 一 条 直线 。 
B:C 直线 与 4: B, 直线 之 间 的 夹 角 应 由 式 (c) 减 式 (b) 得 到 ， 
即 为 一 (8 一 x) 二 x 一 8B, 这 就 证 明了 当 和 由 bi 移动 到 bs ,zz -平面 的 
直线 折 转 了 C(x 一 8B) 角度。 
由 6 至 bb ,在 车 平 面 上 是 经 过 小 的 半圆 ,如 图 7-26 所 示 。 令 
5— b=ee” (d) 
则 
dt=ee*id0 
°° 269 ， 


当 C—>b,ée—0 5 由 式 (7-97) 得 
dz 
iee" dl 


. BB nyea_ 2 YY 
dz 一 iaela+O er er Db—a)r 1 (be) 1 .0 


» 


i 之 站 三. 一 
-一 OIe"(B 一 CD) 1 ex Ie (x (pc) 1 ,,. 


一 isx e*ev* Ed0 (e) 


式 中 ; 瓦 一 cc(8 一 < (bc) rl 


对 式 (e) 积 分 得 
~— Feel Et ({) | 、 0 


= 为 积分 常数 。 此 外 ,因为 6 角 为 

正 , 当 ->0,z 一 zj 。 基 zi 点 对 应 于 图 /1-26 变换 到 -平面 
直线 4:B;, 与 BC 的 交点 B。 由 此 的 多 边 形 项 点 

可 见 SC 变换 使 平面 实 轴 上 的 a,6,c,… 点 对 应 于 = -平面 多 边 形 
的 顶点 A,B,C,… 等 点 ,多 边 形 的 内 角 为 a,8,7,… 等 。 由 (了 ) 式 得 


arg(z 一 zi ) 一 人 十 《 EF argE 


在 -平面 当 访 半圆 周 移动 ,例如 由 已 至 六 , 则 &! 由 并 减 到 0， 
arg(z 一 2 ) 的 值 则 减 小 了 8。 由 于 = 平面 上 是 简单 多 边 形 ,z 点 由 
Bj 沿 内 角 B 移 至 B,,arg(z 一 zi) 减 小 了 PB 角 ,证 明 平面 的 上 半 
平面 对 应 多 边 形 的 内 区 。 
对 式 (7-97) 积 分 ,可 得 S-C 变换 式 的 如 下 形式 : 
z=kg(d) zo (7-98) 
k=oe” 
zo 是 一 个 复数 , 它 可 以 确定 x- 平 面 上 举 标 的 原点 , 换 句 话说 ,通过 
适当 选取 z2- 平 面 的 坐标 原点 也 可 以 消去 zo。。o 为 一 实 第 数 , 它 可 
以 改变 多 边 形 的 比 矿 而 4 的 变化 会 引起 多 边 形 方位 的 变化 。 由 此 
得 到 ,对 应 于 给 定 值 a,6,c,… ,a,B,Y,… 的 所 有 和 多边形 是 彼此 相似 
的 。awb.c… 等 个 常数 中 有 三 个 是 可 以 任意 选取 的 ,一般 选 
* ZI/0 »。 


为 一 1,0,1 而 其 余 的 实 常 数 则 决定 于 多 边 形 的 形状 。 
当 多 边 形 的 一 个 顶点 对 应 于 撒 平 面 实 轴 上 无 穷 远 点 的 情形 ， 
例如 4a 点 趋 于 一 co , 当 有 一 cex( 一 ca)-<+ 时 ,由 式 (7-97) 得 


ea) 4 (0) (OO 


hl 1 
当 上 一 co 一 OECD8 一 全 2) 一 十 1 时, 方程式 


(7-97) 变 换 为 
生 =oe"(G 交 (7-99) 
由 此 可 见 : 对 应 于 4 二 一 00 的 因子 (£4 一 a)* ! 在 变换 式 中 消失 ,并 


且 在 变换 方程 式 中 不 出 现 a 角 。 
7.8.3 施 瓦 兹 -克里斯托弗 变换 举例 


S-C 变换 是 -个 很 重要 的 保 角 变换 ,有 很 多 用 途 。 这 里 用 一 
个 简单 的 例子 说 明 SC 变换 的 应 用 。 如 图 7-27 所 示 的 是 无 穷 远 
J 分 来 流 统 王 生 放置 的 平板 的 流动 。 这 个 问题 于 7.3.3 节 中 已 利 
用 颂 可 夫 斯 基 变 换 解 决 ,可 与 本 节 用 S-C 变换 的 结果 互相 校 核 。 
平板 长 为 2C. 由 于 流动 以 实 办 分 开 的 上 下 两 部 分 对 称 , 因 此 只 
究 上 部 流动 。 沿 x 轴 由 一 品 至 A 再 沿 平板 AB,BC, 然 后 由 C 


至 十 ce 是 一 条 零 流 线 。 4A,B,C 三 点 在 乐平 面 上 可 任 选 为 位 于 
5 一 一 1,0, 1 的 aoc 三 点 与 之 对 应 。S-C 变换 方程 式 为 
dx 
de =k(5+t1) (E—0)' (6—1) 3? 
如 图 7-27 所 示 ,o 一 本 ,8 一 2r,y 一 了 ,化 简 得 
dz _ 
k Re (a) 


或 只 分 之 ,得 
。 2271] 。 


图 7-27 S-C 变换 应 用 一 一 绕 重 直 平 板 流动 


z==kVC 一 1 十 zo (Cb) 
式 中 : z。 为 积分 常数 ,是 一 复数 。 
由 A,B,C 与 a,b,c 的 对 应 关系 可 求 & 与 zx。 它们 是 当 5 一 1， 
z 一 0 时 xz, 二 0; 当 二 一 1,z 二 0 时 zo 二 0; 当 8=0,z 二 1C, 从 而 得 到 
zo 二 0,k 二 C。 于 是 变换 式 为 
z=CvVC—1 (Cc) 
在 平面 中 流动 为 均匀 直线 流动 。 当 ce 时 > 一 CC 因此 


簇 一 C, 所 以 在 无 穷 远 处 W( 一 Cw(z)。 在 x- 平面 上 流速 U 相 
应 于 在 艺 平面 上 流速 为 CU。&E 平 面 均匀 流 的 复 势 为 
Fo = CUL Cd) 


由 式 (c) 可 得 


(€) 
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-rT 


由 于 要 使 和 2 ,zc 因此 必须 地" 十 与， 名 


C= ( 喜 ) +1 (f) 
代入 式 (d) 可 得 z -平面 的 复 执 为 
f(2)=CU VE TO UV 2 (g) 


式 (g) 与 式 (7-49) 完 全 相同 。 流 动 的 图 形 如 图 7-27(b) 所 示 。 在 
z 二 土 iC 两 点 流速 将 趋 于 ,因此 流动 在 这 两 点 处 将 发 生 脱 离 , 从 
而 使 实际 流动 与 式 (g) 表 示 的 流动 并 不 相同 。 
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第 8 章 
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本 章 将 讨论 空间 势 流 问题 。 空 间 势 流 也 称 三 维 势 流 , 是 发 生 
在 三 维 空间 中 的 势 流 运动 。 从 物理 现象 来 说 三 维 空间 势 流 运 动 与 
二 维 平 面 势 流 并 没有 重大 的 区 别 , 都 是 不 可 压缩 理想 流体 的 无 涡 
流动 。 但 是 由 于 三 维 性 , 平 夯 势 流 理论 中 强 有 力 的 工具 , 复 变 函 数 
方法 不 骨 适 用 。 必 须 设 法 去 解 基本 的 偏 微 分 方程 式 。 对 势 流 而 言 
流速 势 满 足 的 拉 普 拉 斯 方程 仍 是 基本 方程 。 通 过 流速 势 得 到 流速 
场 后 可 利用 伯 努 利 方程 求 得 压强 场 。 

本 章 中 将 主要 研究 轴 对 称 的 三 维 势 流 , 对 于 轴 对 称 的 三 维 势 
流 仍 有 流下 数 , 称 为 斯 托 克 斯 流 果 数 (CStokes stream function), 而 
二 维 平面 势 流 中 的 流 阻 数 由 于 是 拉 格 盘 日 在 1781 年 引入 的 因而 
称 为 拉 格 朗 日 流浪 数 (CILagrange stream function)。 斯 托 均 斯 流 遇 
数 对 于 分 析 和 理解 空间 轴 对 称 势 流 很 有 意义 。 

由 于 流速 势 所 满足 的 仍 为 线性 的 拉 普 拉 斯 方程 ,因此 势 流 谷 
加 的 方法 仍 运 用 。 


8.1 轴 对 称 空间 势 流 的 流速 势 与 流光 数 
在 空间 势 流 中 ,流动 无 涡 , 因 此 存在 流速 势 陋 数 , 仍 以 了 表示 ， 


对 于 办 对 称 流 动 (axisymmetric fow) 斯 托 殉 期 流 蝎 数 仍 以 灿 表 
。274 。 


示 。 本 节 将 讨论 在 圆柱 坐标 和 球 坐标 中 空间 势 流 的 轴 对 称 流动 的 
基本 方程 式 。 


8.1.1 圆柱 坐标 表示 的 空间 势 流 


选择 如 附录 开 .5 节 中 图 卫 -3 所 示 的 圆柱 坐标 (r,0,z), 由 式 
(了 cnn : 


1 9 dusg 
VV". U= (ru ) 二 + 5 一 (8-1) 
对 于 轴 对 称 流动 ,- 号 一 0， 式 (8-1) 改 写 为 
d 9 Us 
a | ) 十 二 (ru ) |=0 (8-2) 
r ar pa 


由 式 ( 荆 -20) 可 知 空间 势 流 流 速 势 乡 所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


si LO Oph Lo 4 2 
网 全 六 pm 98 = (8-3) 
9 a 
对 于 轴 对 称 势 流放 一 0, 式 (8-3) 改 与 为 
ss 191 38 39 _ 
Sie i V0 


流速 分 量 应 分 别 是 流速 势 梯度 在 该 坐标 轴 方 向 的 分 量 ,由 式 
( -19) 表 示 ,在 圆柱 坐标 中 为 


a9 199 9¢ 
re om ey (8-5) 


而 轴 对 称 流动 中 只 有 wu, 写 4。 

在 二 维 流动 中 曾经 定义 一 个 流 函 数 y, 使 连续 方程 可 以 自动 
满足 。 三 维 流动 中 一 般 说 来 并 不 存在 这 样 一 个 标量 区 数 。 但 古 对 
于 轴 对 称 流 动 , 则 存在 这 样 一 个 函数 :从 连续 方程 式 (8-2) 可 以 有 
出 ,如 果 定 义 


pm 19p ER (8-6) 


六 日 z” rr dr 


。 CVD 。， 


则 连续 方程 自动 满足 ,这 样 定义 的 少 则 称 为 斯 托 克 斯 流 盟 数 ,向 称 
流 函 数 。 流 线 方程 为 


一 92 ,BH wdr—wu,dz=0 (8-7) 
将 式 (8-6) 中 的 ,uw 代入, 
0 lo 9y 00 1 
r ardr radz ~ rr era 六 一 


由 此 可 知 Y 一 const 说 明 在 同一 流 线 上 
流 吸 数 沁 为 一 币 数 ,等 流 图 数 线 即 为 流 
线 。 流 胃 数 y 与 流量 的 关系 可 从 图 8-1 
看 出 ,当选 择 如 图 的 圆柱 坐标 系 ,z 轴 水 
平 同 右 为 正 。 设 泊 正 7 方 癌 流出 回转 
面 的 流量 为 正 , 则 流 经 回转 曲面 AB 的 


流量 有 
(1) 径 向 dQ, 二 wu,2nxrdz 
一 二 2 
ge rd 图 8-1 圆柱 坐标 中 
=2 Sde 与 QQ 的 关系 
(2) 输 癌 dQ, =—wu,2nrdr 
=— 2nrdr 
一 2x dr 


由 于 轴 对 称 流 动 切 同 流量 为 零 dQ 二 0, 因 此 

dQ=dQ, +dQ. =27 (Hdz+ Fdr) =2ndy (8-8) 
由 此 可 见 ; 流 过 以 z 为 中 心 轴 的 回转 曲面 AB 的 流量 为 27 来 以 流 
经 AB 两 点 两 流 线 的 流明 数 的 差 值 。 与 平面 执 流 情况 相 比 只 是 相 


差 27。 
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对 于 势 流 ,VX&=0, 由 附录 式 ( 工 -18) 知 在 圆柱 坐标 中 得 
gd ol 
dz gr | 


U 


将 式 (8-6) 代 入 ,得 


下 


ar ror ax- 
这 就 是 轴 对 称 三 维 势 流 中 流 辆 数 应 满足 的 方程 式 , 但 这 个 方程 式 
本 和 号 不 是 拉 普 拉 斯 方程 ,而 平面 势 流 中 流 陋 数 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 
这 就 是 三 维 热流 与 平面 势 流 中 流 陆 数 的 差别 。 


8.1.2 球 坐 标 表 示 的 空间 势 流 


oy Bw yp _ (8-9) 


选择 如 附录 下 . 6 节 中 图 本 -4 所 示 的 球 坐 标 (r,9,B) 系 ,在 球 
I I 四 


9 
Y 。， 8 一 


ap 


9 (r* au, a ee 一 号 (singuo) 十 一 二 


1 
(8-10) 


对 于 轴 对 称 流动 36 一 0， , 式 (8-10) 改 与 为 


了 工 9 2 二 也 
了 pp A po Sindue) 


l 
~ Fsind 
由 式 ( 卫 -24) 可 知 在 三 维 势 流 中 使 用 球 坐 标 可 得 流速 分 量 与 流速 
势 函数 了 的 关系 为 
2 1 1 
ep 0 rsin028 
轴 对 称 流 动 中 只 有 ,zxw。 空 间 势 流 流速 势 果 数 所 需 满足 的 拉 普 
拉 斯 方程 为 式 ( 开 -25), 即 


] = 
的 二 
VY ly ar 


EE Cr sintu, ) 二 = Crsingu) |= 0 “(8-11) 


(C812) 


oa9 
7 ) 六 30 sing 2 
=。 277 ，。 


1 928 
rsin098° 


对 于 轴 对 称 势 流 . 式 ( 呈 -25) 可 写 为 


一 0 (I-25) 


,9 1 9/. 0398 - 
V20 一 一 二 (7 于) 十 二 0 人 (sing55) 一 0 (8-13) 


设 定 义 的 流 函 数 y 与 流速 分 量具 有 下 列 关 系 : 
一 一 cg 一 (8-14) 


rzr2sing30， 2 xsinggyr， 
将 式 (8-14) 代 入 式 (8-11) 中 可 知 连 续 方 程 自动 满足 。 
从 如 下 的 流 线 方程 


一 一 一 一 (8-15) 


tt wg 


可 以 通过 把 式 (8-14) 代 入 式 (8-15) 得 下 式 来 证 明 同 一 流 线 上 yy 为 
常数 。 


加 1 oy 1 du 
ru dO wdr no dt moardr 


1 oy,,, oy 
一 二 (5640 于 dr 
] 
sing sO 

由 此 式 可 知 在 一 条 流 线 上 y= const。 

关于 与 Q 的 关系 可 从 图 8-2 看 出 : 设 对 称 轴 O-z 为 水 平 放 
置 , 流 场 中 两 点 A,B 各 有 流 线 通 过 ,AB 环绕 z 轴 形 成 一 条 回转 
曲面 , 设 仍 以 沿 > 正方 向 流出 回转 曲面 的 流量 为 正 , 则 

C 一 [dQ 一 ee po2Trsingdr | 


一 | [( | (= 7 sing 光 )rsinfrd0 — 二 汉 )rsingdr 
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一 CT — Wa) (8-16) 


图 8-2 球面 坐标 中 风 与 Q 的 关系 
与 圆柱 坐标 中 所 得 结果 相同 。 通过 两 点 的 两 流 线 流 郑 数 的 差 值 乘 
以 2r 即 为 该 两 条 流 线 之 间 通 过 的 流量 ， 
对 于 势 流 YXu 一 0, 由 附录 卫 .6 中 式 (I-23) 知 在 球 坐 标 中 得 
1] 9 1 du, 


Dr F749) r a0 


将 式 (8-14) 中 的 ww ,us 代入 ,得 
了 (一 a) (一 2 一 Ee Ls 


Or rsint or rsin0 oar r 90\r:sin090 
化 简 得 
是 站 
;十 sing (ans)= 0 (8-17) 


式 (8-17) 为 轴 对 称 空 ee 
应 该 满足 的 微分 方程 式 。 与 式 (8-13) 相 比较 可 知 它 不 是 拉 普 拉 
斯 方程 ,但 仍 是 线性 方程 ,因而 可 以 使 用 释 加 基本 势 流 流 函数 求 得 


某 些 复杂 流动 流 消 数 的 方法 ，。 
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8.2 流速 势 函 数 方 程式 的 解 


三 维 轴 对 称 势 流 中 流速 势 图 数 在 圆柱 坐标 和 球 坐 标 系 中 的 拉 
普 拉 斯 方程 正如 式 (8-4) 和 式 (8-13) 所 示 。 解 这 些 方 程式 的 边 值 
问题 4Cboundary value problemy) 是 解决 轴 对 称 势 流 的 主要 方式 。 
本 刷 给 出 球 坐 标 系 中 用 分 离 变 量 法 (separation of variables) 解 流 
速 势 方程 的 一 般 形式 。 

对 于 轴 对 称 势 流 , 流 速 势 只 是 > 和 2 两 个 坐标 的 图 数 ,所 以 今 


Pr.0) = Rr)T(O) (a) 
代入 流速 势 方程 式 (8-13) 中 ,得 
1] 9 98 1 9 og 
zr 7 ) 0( sin 5 | 
_Td/,dR\, R d dT 
rr? T(r" 7 -po (ino 二)= 9 (Cb) 
2 
Tay 
各 项 乘 以 天后 得 
1d/ ydR 1 4 dT 
去 二 人 全)= Tnpao(: sing 0 ) (Ce) 


由 式 (c) 可 见 等 号 左 侧 部 分 只 是 7 的 也 数 而 右 侧 部 分 只 是 9 的 画 
数 。 因 此 ,惟一 可 能 是 两 侧 均 等 于 同一 常数 项 ,这 里 假定 这 一 常数 
项 为 1(! 十 1)。 于 是 


0 


弟 数 项 的 选择 主要 考虑 求 Te 弟 入 分 方程 区 Ce) 的 方便 由 式 
(d) 得 RR(r) 的 方程 式 为 


sr 宁 )} 一 上 CHDR=0 Cf) 
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这 个 第 微分 方程 式 的 解 具有 以 下 形式 : 
R(r)=Kr’ (g) 
将 式 (g) 代 入 式 (f) ,得 
a(lat+1)Kr mi 二 T+1)Kr’ =0 (h) 
解 出 一 人,a 一 一 CC 十 1)。RCr) 的 一 般 解 为 这 两 个 解 的 线性 组 
合 . 即 
KR,(r)=A, a -二 (1) 


文 修 解 中 ! 可 以 为 任意 整数 ,一 旦 /确定 . 即 可 确定 与 之 相应 的 
A.sb, 两 个 系数 。 
对 于 了 (2 ,由 (e) 式 可 得 


3 (sing | 


式 《) 为 勒 让 德 方程 式 (Legendre's equation), 今 + 二 cos6 可 将 此 
方程 式 变 为 勒 让 德 方 程 的 标准 式 ， 


3 a ) ++ T= 0 (Ck) 


i s tunction) P, (zx) 
和 第 二 类 勒 让 德 消 数 Q(x) 之 和 ,因此 方程 (k) 的 一 般 解 为 

T,(0)=C,P,(cos0) it DQ, (cosd) (1) 
但 是 Q,(cos0) 对 于 所 有 的 / 值 在 cos6== 士 1 时 均 发 散 , 因 此 系数 
Di 必须 为 去 ,因为 在 流 场 中 不 应 存在 奇 点 。 同 时 ,除非 /是 整数 ， 
PCcosO) 对 于 cos9 二 土 ] 也 是 发 散 的 。 因 此 ! 必须 选 为 整数 。 将 
Ri(7) 写 T1(0) 结 合 而 得 流速 执 孔 数 的 解 为 


fr, 0) = (Asr'+- 
注意 :此 处 任意 常数 C, 已 被 吸收 到 A, 和 B, 中 去 。 式 Cm) 的 解 对 
于 任意 整数 / 都 是 适用 的 。 由 于 所 解 的 偏 微分 方程 拉 普 拉 斯 方程 


在 线性 方程 ,因此 可 用 至 加 的 办 法 得 到 更 为 通用 的 形式 的 解 , 即 
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+ T=0 ()) 


b, 1 ) Picos6 (Im) 


| 


pr ,0)= 5S (A ji -1 ) Picos6 (8-18) 
{=0 
OY 
P,(x)—= 2 元 dr 一 ] (8-19) 


式 (8-19) 常 被 称 为 阶 划 让 德 多 项 式 (Legendre's polynomial of 
order 1) 。 勒 让 德 多 项 式 的 前 几 项 有 如 下 形式 : 

P(r)=1 

P(r)=x 


P,(7) = (37 —1) 


P, (x) 一 六 (5 一 37) 


式 (8-18) 包 含 了 一 些 基本 的 空间 势 流 解 ,利用 它们 可 以 用 加 为 蘑 
些 更 为 复杂 的 空间 势 流 流动 。 


8.3 基本 空间 势 流 


以 下 给 出 一 些 基本 的 空间 势 流 的 解 ,它们 的 赤 加 可 以 解决 一 
些 实 用 的 流动 问题 。 


8. 3.1 均匀 流动 
在 式 (8-18) 中 ,如 令 
BbB,=0 对 于 所 有 的 / 但 
|， 对 于 /7 天] 
A,= 
U 对 于 /= 二】 
又 当 一 cos90 时 , 则 P(x) 二 P(ecos) 二 cos0, 于 是 得 到 
$lr,0)=Urecosd (8-20) 
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u _9F__1jcosb 

or 

站 (8~21) 
Ws 60— USsind 


由 此 说 明 式 (8-20) 表 示 的 是 空间 势 流 
中 的 均匀 流动 ,流速 为 口 , 方 同 为 省 > 
轴 方 向 , 见 图 8-3 所 示 。 如 果 用 直角 
坐标 表示 和 式 (8-20) ,由 于 一 r cosl ,所 
以 与 平面 努 流 中 的 箔 来 一 致 。 

$= Ux (8-22) 
均匀 流 的 流明 数 可 由 式 (8-20) 的 流速 势 陆 数 求 出 。 由 式 (8-14) 
与 式 (8-21) 可 得 


图 8-3 空间 均匀 势 流 


1 9 


7 er Ucost (8-23) 
Wo 一 一 ~—— Using (8-24) 
rsinG ar 


由 式 (8-23) 积 分 可 得 
j= FUr sin’ 0+ f(r) 


式 中 的 Fr) 是 > 的 任意 图 数 。 假 定 96=0 时 y==0, 可 知 f(r) 二 0。 
所 以 最 后 得 到 空间 均匀 流 的 流 孙 数 y 为 


P(r,0) = Ur’sin’O (8-25) 


由 式 (8-22) 知 等 势 面 为 zx 一 const 的 面 , 即 垂直 于 x 轴 的 平面 ;而 
由 式 (8-25) 知 等 流 函 数 面 ( 即 流 面 ) 为 > sin0g=const 的 面 , 即 以 > 
轴 为 中 心 轴 的 圆柱 面 。 两 族 曲 面 互相 正 交 。 两 个 流 面 A,B 之 间 
的 流量 QQ 二 2x(V4 一 ge)，。 
另外 可 从 流 函 数 的 定义 出 发 确定 它 的 数值 ,如 图 8-3 所 示 , 流 
场 中 有 任 一 点 Pr,9) ,均匀 流 流 过 OP 所 形成 的 旋转 面 的 流量 
* 283 。 


Q 一 2xy, 这 里 假定 浴 Oz 流 线 的 流 范 数 为 0。OP 旋转 而 在 河 > 四 
乖 直 方向 的 投影 面积 为 <Crsin9) ,所 以 沿 z 轴 方 向 的 均匀 流 罕 过 


OP 旋转 和 面 的 流量 为 UrGCrsin0)- 。 二 者 相等 ,得 
27g= Un(rsing) 


/一 FUr’sin’0 
与 式 (8-25) 完 全 相同 ， 
8.3.2 原点 的 源 { 或 汇 ) 
三 维 空间 中 的 源 与 汇 的 势 晒 数 可 由 式 (8-18) 得 到 , 令 


A, 一 0 对 于 所 有 的 ! 值 
| 对 于 / 关 0 
B,A0 对 于 /一 0 
而 P,(cosg) 王 1, 从 而 式 (8-18) 可 写 为 
$C7,0) = (8-26) 
流速 分 量 可 由 流速 执 通 过 式 (8-12) 得 到 
9 B, 
WU 一 一 一 一 
or rr 
(8-27) 
1 
He r a0 


流动 完全 是 径 向 的 ,流速 在 原点 处 趋 于 so, 因此 原点 是 -- 奇 点 , 源 
位 于 原点 处 。 对 于 位 于 原点 的 汇 , 则 二 一 下, 径 向 流速 与 源 相 反 。 


B。 可 通过 流量 确定 。 设 以 原点 为 球 心 的 一 个 球面 ,半径 为 ,通过 
球面 的 流量 为 Q, 则 

Q= | 。 NdS 
式 中 : S 为 球面 面积 ;wu* n 一 ,一 一 学 , 因 流速 为 答 向 流速 


“2584 。 


dS=r’ sing dt dpb, 
2 区 = 
Q=| dB | | 2 jsing db 
0 0 r 


由 此 得 到 B, 一 一 拯 。 代 入 式 (8-26) 得 位 于 一 0, 强 度 为 Q(Q> 
0) 的 源 的 流速 势 函 数 $(r,0) 为 


tr,0) 一 一 2 (8-28) 
nr 
而 式 (8-27) 变 为 

， 

4 (8-29) 

2 一 

由 式 (8-14) 可 得 流 吗 数 与 流速 分 量 的 关系 为 
1 9 Q 加 |] 9gy 


a g 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 
r2sing 90 drnr: r Stnl Dr 


一 |ay 一 | (区 d9+ dr ) = | 号 sin0do 


__0Q 
小 一 和 cosl 十 CC 


将 0 一 0,y 一 0 代入 上 式 后 得 积分 常数 C 一 所 ,所 以 流 函数 为 


J 二 六 (1 一 cos0) 《8 30) 
对 于 位 于 原点 的 汇 , 则 
4 一 (8-31) 
nr 
QQ, _ 
y= rl cos0) (8-32) 
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8.3.3 偶 极 子 


强度 相同 的 源 和 汇 当 它们 在 空间 的 距离 趋 近 无 穷 小 时 组 成 一 
个 偶 极 子 。 如 图 8-4 所 示 ,一 强度 为 piy.0) 
一 Q@ 的 谍 位 于 原点 O 〇 处 而 一 强度 相 AQ; 
同 为 Q 的 源 位 于 参考 轴 > 上 与 原点 
相距 Az 的 位 置 上 . 流 场 中 的 任意 
点 Pr' 凡 中 汇 点 的 距离 为 > 而 距 源 
点 的 距离 为 > 一 Ar。 


由 式 (8-31) 与 式 (8-28) 得 偶 极 外 8-4 信 设 并 
子 的 流速 势 洱 数 为 
Qo 8 
Fr) = 4n(r— Ar) 
QI | 
dxr l 


_ Ar 


ry 


当 源 与 汇 趋 近 ,A> >0, 则 全 -=0。 一 -一 可 展开 为 级 数 ,好 
1 _ 一 


y 
r 


l 


r 


e001 [tt] 
一 [+ 


(r 一 Ar) =r 十 (Az)’—2rAzcosd 


由 于 三 角 关 系 


由 此 式 可 解 出 


六 十 (CAz 六 一 (rr 一 Ar 


p= 
“8 2r A 
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.Ar -Ar Ar A 


Te ee 


Ar 2r Az 2r 
Ar Ar 
= 他 |1+ol a ) 


忽略 (他 ) 级 小 量 , 可 得 


Ar 一 Axzcosl 
QIAz 、、 
所 以 ?Cr,0) = 让 医 cosg ) 
当 Az 一 0,QYc0 时 使 QAz 一 4, 则 
P(r,0)=— cosg os 
47nr 


式 中 ; wz 为 偶 极 的 强度 或 称 偶 极 矩 。 
可 以 通过 流速 分 量 求解 流 隆 数 %。 由 式 (8-12) 及 式 (8-14) 
可 得 


99 x 1 9 
0 
9y rn . 

A ep lee oe 
30 I Ay 名 Tt COS 


积分 之 ,得 
(7, 二 让 sin20 十 C 
代入 边界 条 件 ， 当 9 一 90,8 二 0, 积 分 第 数 C= 二 0, 则 
Ar,0) 一 二 - sin20 (8-34) 
式 (8-34) 为 偶 极 子 的 流 际 数 。 这 个 侦 极 子 在 原点 以 左 的 灸 方向 有 流 
量 流 入 而 在 正方 器 有 流量 流出 ,在 z 轴 上 形成 沿 = 的 正方 癌 的 流速 。 


8.4 ”三维 半 体 绕 流 
把 原点 的 源 和 均匀 流 亚 加 就 得 到 一 个 三 维 半 体 (half body) 的 


绕 流 运动 。 半 体 就 是 一 个 具有 钝 形 头 部 的 长 柱状 物体 , 见 图 8-5。 
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图 8-5 半 体 绕 流 一 
由 式 (8-25) 和 式 (8-30) 什 加 后 得 到 的 流 欧 数 J(r, 引 为 
1 Qi yy Q 
Y= FUr sin /十 村 (1 COSU) D7 


式 中 增加 了 一 常数 项 一 六 ,以 保证 在 绕 流 半 体 的 物 面 上 流 函 数 


J 二 0, 化 简 上 式 得 
4 一 于 LUresinzb 一 全 (1 十 cosg) (8-35) 
由 y==0 可 求 出 半 体 的 形状 r= 二 ro C0) , 令 式 (8-35) 中 y==0, 可 得 


，_ Q(1 + cosO) 
‘9 2nUsin’0 


gy 
_/Q 一 一 3 l 
AT sing Nd4r .+ 0 (8-36) 
Sn 
对 于 半 体 表面 ,以 > 为 回转 轴 的 回转 半径 下, 为 


ag /RQ 7 _ 
R,=r, sin0= nt COS 3 (8-37) 


当 zx 一 ce 时 得 半 体 的 最 大 回转 半径 ,这 时 20 


/QQ 
R /i (8-38) 


所 以 
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当 9= 王 ,mm 一 /57。 当 6 一 xm 一 /了 一 rs 为 驻 点 距 原点 的 


距离 。 
半 体 绕 流 的 势 函 数 光 可 由 均匀 流 与 源 的 流速 势 玲 加 而 得 
0 (8-39) 
4nr 


由 流速 势 可 得 到 速度 场 ,再 由 伯 努 利 方程 得 到 压强 场 。 
8.5 球 绕 流 


均 们 流动 绕 过 圆 球 的 流动 可 由 均匀 流 和 位 于 原点 的 偶 极 子 替 
加 而 得 到 。 由 式 (8-25) 及 式 (8-34) 相 加 得 圆 球 线 流 的 流 函 数 为 
J 一 卫 Ur? sin?0 十 - 双 sin’0 (8-40) 
半径 为 a 的 圆 球 面 上 yy 一 0, 所 以 
0=F Ua? sin:0+ sin’0 
由 此 得 出 偶 极 子 的 强度 4 为 
1 一 一 2rUa- (8-41) 
式 (8-41) 说 明 侦 极 子 为 负 的 方 品 。 也 就 是 偶 极 子 的 流速 与 均 勾 


流 相 有 反 ,如 采 均 匀 流 沿 z 的 正方 向 , 则 偶 极 子 的 源 在 左 , 汇 在 右 , 为 
负 偶 极 子 。 将 此 代 和 人 式 (8-40)? 可 知 绕 球 流动 的 流 函 数 为 


p= U(r 一 和 sin*0= 方 Ur’sin0(1 一 所 ) (8-42) 

同样 方法 可 以 得 到 绕 球 流动 的 流速 势 卫 数 P(r,9), 仍 取 
4 一 一 2xUa’), 则 

$=U (十 | coOsg (8-43) 


在 几 球 表面 上 7 一 <a, 其 流速 由 式 (8-12) 求 出 ,得 


ay 


Dr 


119 3，， 
up 一 一 3 也 二 > Usind 


式 中 的 “一 ”号 表示 流速 为 顺 时 针 方 向 。 驻 点 在 0=0 和 处 ,而 最 
大 流速 出 现在 9 一 土 下 处 。 在 0 一 抱 处 uw 一 一 也 UU 为 顺 时 针 方 


0 


u, 


(8-44) 


向 ,而 在 0 一 一 芯 处 ww 二 记 U, 为 逆 时 针 方向 。 圆 球 表面 的 压强 分 


布 可 由 伯 努 利 方程 式 (2-98) 计 算 , 设 无 穷 远 来 流 压 强 为 bp ,流速 
已 知 为 可 ,而 当地 压强 为 户 ,流速 为 

凤 一 好 十 必 一 工 Uzsin?g 
根据 式 (2-98) 可 得 


p+ soV =po+ FoU (2-98) 
pp C0,=1—ih = 一 Sin (8-45) 
~oU 


式 (8-45) 即 为 压强 系数 Cs 在 球 表面 上 的 分 布 。 圆 球 绕 流 的 流动 
图 形 如 图 8-6 所 示 。 


图 8-6 辆 球 绕 流 


式 中 球面 二 一 点 压强 pp 为 
a ] [J l 47 < 


=po 二 地 0U (1 一 子 sin20 ) 


由 于 球面 对 球 心 对 称 , 求 合力 时 可 以 不 考虑 常数 部 分 如 十 广 pU7， 
球面 一 点 的 外 法 线 问 量 n 为 
n= sinG cosBitsing sinB j + cos0k 
球面 上 微 元 面积 dS 二 a d0Xa sin0 dB 二 a'sin9 dP d9, 将 pp 和 nn 及 
dS 值 代 和 人 合力 五 式 中 ,得 
F =53pU 于 aa: | sin 内 Sin0 cosB i sing sing j 
十 cosG Kk)sing dB dy 二 0 
所 以 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 的 均 勺 来 流 圆 球 绕 流 中 ,如 流动 为 
恒定 , 圆 球 所 承 党 的 合力 为 零 。 此 即 为 达 明 贝尔 疑 题 , 将 在 8. 10 
广 中 详 加 讨论 。 


8.6 兰 金 体 绕 流 


将 凑 、 站 和 均匀 流 全 加 可 得 匀 久 流动 绕 兰 金 体 (Rankine 
body) 的 流动 。 如 图 8-7 所 示 , 设 源 位 于 z 轴 上 的 一 C 处 , 汇 位 于 
z 轴 上 的 C 处 。 

首先 流速 势 可 由 卦 加 得 出 

?=UrcosO—- 
式 中 的 六 1 和 > 可 由 几何 关系 得 到 

rr 一 VSin20 十 (Cr cos0++ CY) 

rz 一 V 六 Sin 0 (r coslg 一 C) 


Q Q 


Nr dnr, 


(8-46) 
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图 8-7 源 、 汇 与 均匀 流 司 加 
兰 金 体 绕 流 的 流 函 数 为 
J = 3Ur’ sin’ 0 一 全 (cosb — cost,) (8-47) 
在 兰 金 体 物体 表面 上 , 设 r=r,(0) ,R=R,(O)=rsing, y=0, 由 式 
(8-47) 得 
FUrssin?0— 4 公 (coso — cost, )=0 


或 与 为 
R; = Q (cos0, — cosb, ) (8-48) 
”2xU 
十 C > 一 
如 将 cosC 2 ,cos0, = 代入 式 
四 vVRI 十 (= 十 C)- 二 
(8-48) ,可 以 得 到 R。 与 zx 的 关系 式 为 
(总 ) = _Q (一半 C 一 一 一 一 | (8-49) 
C) 2xUC?’ [二 FE /Ri 十 (z 一 C) 


由 式 (8-48) 的 零 流 函数 线 得 到 的 兰 金 体形 状 如 国 8 站。 
0 =0,=0 "Ro =0; 当 0 =0,—=7,R,=0 为 一 本 六 | 如 图 中 的 


小 鸭 名 放流 这 与 头 和 扩 导致 的 流速 即 二 个 流 这 之 和 为 
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图 8-8 兰 金 体 绕 流 " 
雪 。 设 5 点 距 原 点 距离 为 上 , 由 


QQ 
UT ty 4n(L—C): wy 
化 人 简 后 得 
(12 (2)2 QC 一 0 (8-50) 
nU 


此 式 中 的 C,Q,U 均 为 已 知 ,可 通过 试 算 方法 求 出 兰 金 体 长 轴 的 
长 度 L。 兰 金 体 短 轴 的 长 度 即 R,, R, 的 最 大 值 发 生 在 


cos0 二 一 cos0, 时 ,这 时 9 二 子玉 ， 设 Ro 一 六 , 则 得 tanl 一 去 


当 z= 二 0,R。 一 h, 代 入 式 (8-48), 即 得 


pa fr 
2rU \Vh?+C Vp 十 C2 


化 简 后 得 
VC 


可 解 算 兰 金 体 短 轴 万 。 由 式 (8-50) 和 式 (8-51) 消 去 .S; ,可 得 到 一 


个 关于 C 的 方程 式 为 
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( 工 一 C2) 一 LA vVA2 十 C2 一 0 (8-52) 
当 已 知 兰 金 体 的 长 轴 工 和 短 轴 有 后 ,可 以 通过 式 (8-52) 得 到 源 和 
汇 的 位 置 , 即 士 C 值 。 申 式 (8-52) 可 以 看 出 当 C->0. 夺 一 六, 成 为 绕 
册 球 流动 , 源 与 汇 变 成 偶 极 子 。 


8.7 线 源 


尽 源 均匀 分 布 在 一 条 有 限 长 的 直线 上 称 为 线 源 。 它 也 可 作为 
基本 势 流 流 动 与 其 他 势 流 和 个 加 以 解决 菜 些 流动 问 题 。 单 位 长 度 线 
着 流出 的 流量 9g 可 以 看 作 线 源 的 强度 。 图 8-9 为 一 由 原点 沿 z 轴 
分 布 长 度 为 L 的 线 源 。 线 源 中 任意 di 长度 产生 的 流 场 在 任 一 点 
P 处 的 流 函 数 为 

dy 一 9 (一 cosa) 
式 中 : a 为 线 源 段 di 到 PP 点 联 线 与 z 轴 所 成 的 夹 角 。 


Pr ) 
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由 三 角 关 系 
| da! 
coOSsa 一 一 一 三 一 一 一 一 一 
六 VRR 十 (z 一 四 
由 z= 二 0 到 = 一 二 积分 dy ,可 得 整 段 线 源 导 致 已 点 的 流 函 数 为 


】 gq 
Y 二 | dyY 一 | rel cose)d! 


wl dl 
tx dr) /Rr Ti 
le [d(C(z—/)° 
3 0 RH CL) 


_gaL J 
1 R“ 十 (z—/) | 


一 二 ( 工 十 六 一 ro) (8-53) 
4 工 


例 ”流线型 体 (streamlined body) 绕 流 为 位 于 原点 的 源 和 从 
原点 开始 沿 z 轴 布 置 的 线 汇 与 均匀 流 公 加 而 得 。 共 加 后 的 流 葬 
数 为 

4 一 FUr’ sin2g 十 全 (1 一 cosg) 0 站) 
当 由 源流 出 的 流量 Q 与 线 汇 吸入 的 流量 gL 相等 时 可 得 流线型 的 
闭合 流 线 如 图 8-10 所 示 的 流线型 体 。 不 同 的 源 、 汇 组 合 可 得 不 同 
的 绕 流 物体 形状 。 


图 8-10 流线型 体 绕 流 “" 


8.8 巴特 勒 球 定 理 


与 平面 势 流 运 动 中 的 圆 定理 类 似 , 在 三 维 轴 对 称 势 流 运 动 中 
有 巴特 勒 球 定理 (Butler’”’s sphere theorem ) 。 
巴特 勒 球 定理 ” 设 在 无 界 的 不 可 压缩 理想 流体 中 有 一 办 对 称 
势 流 流动 , 流 函 数 为 内 (r,0) ,在 rr 委 a 的 区 域 没有 奇 点 ,并 且 在 原 
氮 处 四 (0,0) 三 o( 王 )。 如 将 一 半径 为 a 的 球体 放 在 此 流动 中 , 则 
球 外 流域 中 流 男 数 为 : 
ro 一 WwW(r 人 十 内 (CrO) (8-54) 


hs (7,0)=— Ly (SO,0) (8-55) 
证 明 Y 必须 满足 的 条 件 如 下 : 
(1) 由 yy 给 出 的 流动 应 为 有 势 流 动 。 
(2) 当 r 二 a 时 , 即 在 球面 上 ,V=const 。 
(3) 当 一 co ,与 居 相应 的 速度 必须 趋 于 零 ,而 且 gr 不 应 产 
生 通 过 无 穷 远 点 的 球面 的 净 流 量 。 
(4) 在 球 的 外 部 ,r>a, 必 没有 奇 点 。 


¥ 


cy 


图 8-11 已 特 勒 球 定理 


首先 要 证 明 式 (8-54) 的 yy 所 给 出 的 流动 为 有 势 流 动 , 则 y 须 
满足 式 (8-17) , 即 
oO” 二 


hu 9 号 (二 5 一 0 (8-17) 
Pt 
式 ;y 中 的 第 二 部 分 Vo (7, 外 则 需要 证 明 。 为 此 , 令 p 一 全, 则 由 式 


(8-55 ) 知 


a 


fe (7,0) =——yo (p,0) 


代入 式 (8-17) ,得 


| 一 一 并 -二 sin9 久 (9 如 ) 
or a a gp oar a 90\sin 30 
gq 


[+ sn0 坊 (起 哆 ) 
Se dd [本 
sin0 0(so 强 ) 
| 


由 此 可 见 yy 中 第 二 部 分 go Cr,O 同 样 满足 势 流 函数 所 需 满足 的 偏 
微分 方程 式 (8-17), 所 以 邮 (r, 外 也 代表 一 种 势 流 流动 。 这 样 证 
明了 该 流动 满足 条 件 (1)。 
当 r 一 4 时 ,由 式 (8-54) 和 式 (8-55) 得 
pa.0)=y a — ya,0)=0 
说 明 球 面 上 流 肾 数 为 零 , 球 面 是 一 流 面 ,该 流动 满足 了 条 件 (2)，、 
由 给 定 和 条件, 当 rr>0 时 内 (oO 一 o( 王 )。 当 一 ce 时 ,如 令 
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a” CQ Q 三 
?一 一 , 则 一 二 PY0, 这 时 内 (9 二 (p10) 一 各 (0,0) ,同样 有 


加 00. 人) 二 0(P) 二 o (所 ;又 妈 一 一 一 办 ,所 以 当 加 一 0 ( 方 ) 时 


汉 >o (十) .而 由 灵 产 生 的 径 向 流速 w 一 二 sr 一 0 ( 广 )。 


六 sing 
通过 无 穷 近 点 的 球面 的 流量 为 | u,dS, 由 于 | dS 一 S 为 无 穷 远 处 


球面 面积 ,为 ” 的 量 级 ,所 以 | wdS-o( 二 ), 即 当 r~~ce 时 此 流 
量 为 零 。 条 件 (3) 由 此 得 到 证 明 。 说 明 加 对 无 穷 远 处 的 流动 没 
有 影响 ， 

因为 + 和 全 是 对 于 球面 + 二 a 的 反 演 点 ,所 以 如 果 其 中 一 点 是 


在 球 外 , 则 另 一 点 必 在 球 内 。W 相应 所 有 奇 点 均 在 球 外 ,所 以 如 
相应 奇 点 均 在 球 内 ,因此 条 件 (4) 是 满足 的 。 

例 均匀 流动 中 的 球体 

自 左 向 右 的 均匀 来 流 ,根据 式 (8-25) 流 函数 为 了 Ur?sinzb。 
如 果 在 此 均匀 流动 中 放 入 半径 为 a 的 球面 , 则 绕 球 流动 的 流 函 数 
可 根据 巴特 勒 球 定理 写 为 

六 ， /a 
Y(r,0) 一 页 (r0) 一 二 加 (于 9) 


1 > . 20 7 [1 a in20 
一 本 Ur sin / 三 | aU (SF) sin4 


3 
一 1p sin’ 0— 11 和 sin20 
2 r 


2 
= 方 Ur’sin?9 (1 一手) 


此 结果 与 式 (8-42) 完 全 一 致 ， 
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8.9 格林 定理 


8.9.1 内 部 流动 
对 于 任意 向 量 4 和 标量 了, 有 
V* ($4)—A. V8+-pvV.A (a) 


如 图 8-12 所 示 , 设 V 为 一 由 封闭 曲面 S$ 包围 的 体积 ,曲面 于 微 元 
面积 dS 的 外 法 线 单 位 向量 如 ,由 高 斯 公式 得 


由 V* Adv = |4 “ndS (I-15) 
式 中 的 A 以 84 代替 , 则 
上 i V. ($4)dV i $A »。 nds Cb) 


如 果 $ 和 4 为 两 个 标量 函数 ,而 且 8EC:CV) VECCV) ,又 YE 
C (V+S),yEC'(V 十 S), 即 在 体积 V 以 内 ?和 vy 均 有 二 阶 导 数 ， 
在 V 内 部 及 边界 S 上 均 有 一 阶 导数 存在 ,并 以 向 量 Vy 代替 式 (a) 
和 (b) 中 的 向 量 A4, 则 由 式 (a) 得 


外 ， Vv» ($ VI)dV= 外 (Vy* VvV$+$vV. WdV (oe) 
由 (b) 式 得 
外 V。 ($vy)dV -| $ Vo» ndS 


= | $ $ds Cd) 
S 天 
由 式 (c) 及 式 (d) 可 得 
外 V»， ($v)dV = 上 | (Vo» V$+ VJ) dV 
=||# dS | (8-56) 
Hn 


人 


式 (8-56) 为 格林 第 一 恒等式 (Green’s tirst identity)。 
同样 ,将 式 (8-56) 中 的 与 中 互 换 , 得 
DY 


| cvs vyty vdv = | 4 TdS (8-57) 
将 式 (8-56) 减 去 式 (8-57) 则 得 
上 i ($vig—yv dv || ($2 2 -yp )ds (8-58) 
式 (8-58) 为 格林 第 二 恒等式 (Green’s second identity) 。 


如 果 捐 数 $ 和 vy 均 为 在 体积 VV 内 的 调和 也 数 , 则 在 V 内 有 
vp 一 0,V*y= 二 0, 代 入 式 (8-58) 可 得 


| $ SLdS = | 4 dS (8-59) 


式 (8-59) 为 格林 互 逆 定理 (Green’”s reciprocal theorem ) 。 
如 果 $ 为 流速 势 函 数 , 且 令 $=y, 则 由 式 (8-57) 得 体积 V 内 
流体 的 动能 本 加 
=z71| (VP » VdV== op 风 fqs (8-60) 


0 代入 式 (8-58) 则 


| 2 dS=0 (8-61) 
式 (8-61) 为 高 斯 积分 定理 (Gauss”integral theorem) ,对 于 任意 调 
和 函数 都 是 成 立 的 。 对 流速 势 函 数 # 在 边界 上 2 于 一 wu， 一 0。 妈 
边界 面 上 的 法 同 流 速 为 零 。 
8.9. 2 外 部 流动 


现在 来 研究 封闭 曲面 $ 所 包围 的 体积 V 外 面 的 流动 。 曲 面 
S 上任 一 微小 面积 的 法 线 向 量 仍 用 nn 表示 ,n 指向 V 体积 外 部 的 
流动 区 域 。 设 在 外 部 流动 区 域 V。 内 的 固定 点 为 5==(& ,6 ,名 )， 
XY 二 (T1472 ,XT3) 为 一 动 把 , 则 在 x 与 5 之 间 的 距离 为 
。 300 ， 


7 一 (zi 一 乌 六 十 (za 一 名 六 十 (zs 一 外) (8-62) 


设 $ 为 去 除 在 & 点 围 成 的 半径 为 s， 和 
体积 为 V., 表 面积 为 5S。 的 小 圆 球 S y, 
后 V。 内 流动 的 流速 势 函 数 , 令 y= 


一 , 则 在 去 除 V. 以 外 的 Vo 域内 


为 调和 上 晒 数 ( 见 图 8-12 所 示 )。 对 

于 以 V 及 V. 为 外 部 区 域 的 

《Vo 一 Ve) 而 言 ,由 格林 第 二 恒等式 图 8-12 格林 定理 
(8-58) 可 得 


,vdv 


i) -i 
= S+S， Le el r | d» (e) 


式 中 S 前 面 的 负 号 表示 对 W 而 言 n rm 式 (e) 等 
号 的 左 侧 为 零 ,因为 $ 与 $= 一 均 为 调和 函数 ,所 以 得 


『 #2) -1 #2) ies 0 
对 于 以 为 球 心 的 圆 球面 S. 而 言 , 艺 一 一 区 , 所 以 当 e->0 时 , 则 
中) 一 由 4) os 
= || 二 an 
-| san 


— 4n9(E) (g) 


式 中 : dS 二 rdQ2,02 为 球面 的 立体 角 (solid angle); || d0 一 4r。 
2 


30] 。 


对 于 处 的 小 圆 球 r==e, 所 以 式 (f) 等 号 的 左 侧 第 二 项 可 写 为 


村 了】 39 jc us- 一 人 1 302d0 
Ss, r dn r 


一 一 | 5 fe ap 


当 e->0 时 ,而 5 史 为 有 限 值 ， 本 fe qn— 0, 所 以 
外 -二 务 45 Ch) 
OM 
| EL - -二 芝 - dS=4n$(é) (8-63) 
或 与 为 
$6) = =< | A 二 ) 一 二 2 dS (8-64) 


式 (8-64) 说 明 V 域内 一 点 6 和 流速 势 丽 ”5) 可 以 用 边界 S 面 
上 流速 势 的 值 和 其 法 同 导 数 的 值 来 表示 。 或 者 说 可 用 布置 在 边 异 
上 的 分 布 奇 点 便 可 描述 域内 的 势 流 流动 。 式 (8-64) 为 格林 第 三 
恒等式 (Green s third identity) 。 


如 果 羽 是 封闭 曲面 S 以 内 体积 V 中 的 一 点 ,而 $ 与 $= 一 均 


是 在 S 以 外 的 V 流域 中 的 调和 函数 V:? 王 0,V:Y=0, 因 此 由 式 
(8-58) 可 得 


(sv 全 ) us- 于 [ 计 伍 )- 二 台 ] as-。 


而 当 上 位 于 封闭 曲面 S 上 时 ,可 在 5 点 取 半 球面 $., 这 个 半球 面 
在 封闭 曲面 S 的 外 部 v。 域内 ,如 图 8-12 所 示 。 对 于 半球 面 有 


fim | $dQ2 一 2x9(E)。 所 以 得 
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| (二 ) 一 了 | dS—=2n$(é) (8-.66) 


on 
综合 以 上 所 述 , 有 
4 5 在 3 以 外 1 (8-64) 
0 re- Le (二 ) 一 二 2 | dS < 在 S a | (8-65) 
2x E 在 S 上 (8-66) 
当 $ 为 封闭 曲面 S 外 部 的 调和 函数 ,6 是 S 外 的 一 点 时 ,由 式 


(8-64) 得 
一 | 一 2 十 gz) dS (i) 


应 用 解析 延 拓 (analytical continuation) 原 理 , 将 速度 势 随 数 了 延 
拓 9 至 S 面 内 部 ,得 风 仍 为 调和 函数 。 由 于 5 在 S 外 ,所 以 由 式 


(8-65) 有 
1 a ] . 
o= | [= 有 f 了 el dS 0) 


将 式 (1i) 一 式 () ,得 
#5)= | Me 人 (对 一 号 ) 十 (- We , ) | ds 


6 47r 


如 果 在 曲面 S 上 $= 二 六, 则 


ke 二 何 区 :ec 起 ja 
i el (学 - 息 ) 


式 中 : 民生 一 


式 (8-68) 表 示 8?(5) 是 由 S 面 上 分 布 的 强度 为 Q 的 “ 源 ” 给 出 的 。 
+ 303 。 


由 8 二 上 可 见 流速 势 在 边界 面 上 连续 ,而 流速 势 在 法 线 方 回 的 一 阶 


导数 则 并 不 连续 , 即 疆 关 4, 而 有 一 个 跳 路 ,其 值 为 区 2 一 Q， 


或 写 为 


ap dy 
gn dn 


如 采 在 曲面 S 上 下 连续 , 即 呈 一 开 -, 则 由 (8-67) 式 得 


(8-09 ) 


-站 [- 二 全 到 :ec9 起 )]ss 


= | ($$) (2) ds 


=- | 元 (一 读 ) dS (8-70) 
这 时 $8(8) 是 由 S 面 上 分 布 的 强度 为 4 的 偶 极 子 给 出 的 , 偶 极 子 的 
方向 为 边界 曲面 的 法 线 方 向 ,Ap 一 光一 %。 由 此 可 见 跨越 一 个 偶 极 


的 分 布 面 2 是 连续 的 ,但 流速 势 则 有 一 个 /的 跳跃 .并 不 连续 。 


8. 10” 达 朗 贝 尔 疑 题 


本 节 将 证 明理 想 流体 的 均匀 流动 中 任意 形状 三 维 物 体 所 受到 
的 流体 作用 力 为 零 。 事实 上 ,由 于 真实 流体 有 具有 粘性 ,特别 是 物体 
表面 的 薄 层 流体 中 粘性 作用 是 不 能 忽略 的 ,这 一 薄 层 流体 运动 称 
为 边界 层 。 边 界 层 中 的 流体 将 有 切 应 力作 用 于 物体 壁面 ,并 且 由 
于 边界 层 的 分 离 而 产生 绕 流 物体 尾部 的 低压 尾 流 区 ,从 而 形成 压 
差 阻 力 或 称 形状 阻力 (form drag) ,因此 绕 流 物体 没有 流体 作用 力 
这 一 结论 是 与 实际 流动 不 相符 合 的 , 故 称 之 为 “ 达 朗 贝尔 疑 题 ”、 
这 一 结论 的 得 出 是 忽略 流体 粘性 的 结果 . 现 证 明 如 下 

在 8. 5 节 中 已 证 明 均 匀 势 流 中 绕 圆 球 的 流动 作用 于 球面 上 的 
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合力 为 零 。 现 在 来 考虑 更 一 般 的 情形 , 即 一 任意 形状 物体 的 绕 流 ， 
如 图 8-13 所 示 。 物 体重 心 位 于 坐标 原点 上 ,静止 物体 的 表面 为 
9S ,表面 上 单位 法 线 向 量 为 n。 


图 8-13 绕 任意 形状 物体 的 势 流 
无 弄 流 场 中 有 一 恒定 均匀 来 流 ,流速 为 也 ,坐标 的 选取 使 x 轴 
与 0 平行 。 在 绕 流 物体 外 部 取 任 意 边 界 S$。 为 控制 面 ,S。 上 任意 
单位 法 线 向 量 为 n。。 以 物体 表面 S 与 $S。 之 间 的 流体 为 隔离 体 
V ,应 用 动量 方程 , 设 在 此 流域 内 没有 奇 点 存在 。 物 体 受 到 流体 的 
作用 力 为 D, 则 物体 对 流体 的 反作用 力 即 流体 受到 物体 的 阻力 
为 一 了 DD, 参考 式 (2-14) 可 得 


D | TX» ndSs 
式 中 : Ti 一 力 0， 十 Pujau; 为 动量 过 量 张 量 ， 因此 


D -一 | [pn poulu. n)]dS (8-71) 
设 物体 壁面 Ss 为 不 透水 边界 ,因此 在 Ss Fun 天 一 0, 折 以 
D -一 | Dns (8-72) 


由 于 在 3% 写 $6 之 间 的 隔离 体 Y 内 没有 奇 点 存在 , 式 (8-71) 可 以 


与 为 
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D = 一 | [pno + pu lu mr)]dS (8-73) 

对 于 恒定 无 涡流 动 ,应 用 伯 努 利 方程 式 (2-98) , 即 
户 十 二 ,一 C (2-98) 
式 中 伯 努 利 常数 C 在 整个 流 场 中 为 常数 ,因此 对 于 任意 封 采 曲 


面 有 
| cds -cl mas=0 
J S, 
于 是 式 (8-73) 可 以 写 为 
p=o|, 本 (uu* WNno— Ulu: nm ) |dS (8-74) 


令 5S。 面 趋 于 无 穷 ,也 就 是 说 S。 趋 于 球面 而 其 半径 > 一 ce。 流 场 
中 的 流速 势 应 该 是 均匀 来 流 加 和 由 于 绕 流 物体 所 引起 的 流速 势 
变化 值 各 之 和 , 即 ?= 加 十。 
均匀 流动 流速 势 用 为 
= Ur (8-22) 
由 绕 流 物体 而 产生 的 流速 势 如 可 由 式 (8-18) 得 到 
# = > (Ar +) PiCcosO) (8-18) 


1 一 昌 


由 于 在 +>co 时 , 绕 流 物体 对 流 场 的 影响 应 趋 于 零 ,因此 式 (8-18) 
中 Air: 项 中 除 A。 外 其 他 各 项 均 不 存在 ,得 


p= A, + 3 oe 


i 二 


so (8-75) 
由 于 高 斯 积分 定理 式 (8 .61) 为 | 、 2zdS = 0. 又 物体 表面 为 封闭 
的 不 透水 界面 ,内 此 | ?ds 一 0. 而 名 一 一 个 二 of 二) ,所 


as 300 。 


上. 3 多 jg i - 之 +o( 去 ) |ds = 二 4xB, 十 o[( 二)= 0,B, 必须 
为 入 。 则 
史 一 册 十 风 =Uz+o( 广 | (8-76) 


u = V$ = Ue, +o( 广 ) (BS 
代入 式 (8-74) 得 
p=0]|. 3 ~—U no—U(U. no ) 十 o[ 志 La (8-78) 


式 中 ， 第 一 项 | UrnodS 由 于 对 于 封闭 曲面 | nodS == 0, 乘 以 


常数 Ur 后 仍 为 零 ; 第 二 项 由 于 || U .nodS 是 常数 向 量 点 积 


] 
2 


| mas 应 为 堆 ; 第 三 项 由 于 上] ds = or 所 以 | o( 广 )as = 


0 (二), 当 + 一 ce, 此 项 也 为 零 。 


8.11 附加 质量 


企图 8-13 任意 形状 物体 的 外 部 流动 中 ,如 取 边 界 上 单位 法 线 
器 量 为 n, 则 整个 流动 区 域 V 内 流体 的 动能 可 由 式 (8-60) 知 


= ze (u*» WdV 


20) 、4 fdS (8-60) 
3 中 $ fdS 5 2 fds (a) 


内 为 对 于 Si, 洲 动 的 外 法 线 同 量 为 一 xn。 对 于 在 无 穷 远 处 为 均匀 
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流速 U 的 无 界 流 动 (So 一 co) ,所 具有 的 动能 是 无 限 的 。 现 在 来 考 
虚 原 处 于 静止 的 流体 中 一 物体 以 速度 上 运动 并 以 角速度 @ 转动 
而 产生 的 流 场 。 这 个 流 场 必定 是 无 涡 的 ,并 且 没 有 环 量 。 这 样 的 
运动 中 物体 表面 的 流体 压力 是 有 限量 ,为 了 产生 给 定 物体 的 运动 ， 
只 需 有 限 的 能 量 , 并 且 这 些 能 量 须 在 物体 和 流体 之 间 分 配 , 流 体 的 
动能 是 有 限 的 。 物 体重 心 位 于 坐标 原点 上 , 流 场 V 中 的 流速 势 函 
数 为 了 ,在 整个 域内 V:$8=0, 运 动 的 物体 对 无 穷 远 处 的 影响 应 趋 于 
零 , 即 在 无 穷 远 处 w= Vvg=0, 流 体 仍 保持 静止 状态 。 由 
式 (8-75) 得 


8 一 4 十 过 十 o( 翅 】 (8-79) 
产 rr 
假设 在 V 内 没有 源 , 则 Do = 0。 lim $= A 由 连续 方程 VY ，w 一 


0, 有 
| VeudV =0 


Pi | gn S 一 | 3 dS = = 


式 中 : jn —u*n.A, 为 常数 ,以 5p A。 乘 上 式 得 


al as— #0 Ao 25dS = 0 (b) 
(a) 一 《b) 得 
工 二 2 ($— 人 ($— Au) Yds 


当 So。 一 00, 即 rr 一 00,($ 一 A,) = 0, 六 ) 而 儿 dS = 


co 六),， 因此 上 式 等 号 右 侧 第 一 项 为 零 。 从 而 得 
T= 一 二 0 由 ($C— As) 25dS 


由 于 了 是 物体 的 封闭 壁面 , 其 中 没有 净 的 “ 源 ” 存 在 ,因此 

| 陡 : 9f ds ~ 一 0, 乘 以 常数 A, 后 仍 为 零 ， 即 | A, 3¢ds = _ 0.。 这 时 

虽然 流 场 仍 是 无 限 流 场 ， dai 限量 。 因 此 
T= 一 到 | 25dS Ca) 


在 物体 表面 % 上 , 某 一 点 的 法 线 速度 ,也 就 是 该 点 处 流体 质 
etang ilin ny wreaeg Wen 
部) 的 速度 和 其 转动 月 速度 。 使 物体 重心 位 于 坐标 系 原 点 上 ,于 是 


un . ni(@xr)* n=U: ni. (rxXn) (d) 
展开 写 为 
2 Un + Un,t+ Un: tT (wz wy) nt (wr— WZ IN, 
ts (wy 一 Wr I)n, 
= Un Unyt+ Un ow (yn — Nn,) 二 wn, — Xn,) 
+ wm 一 ys) Ve 
由 于 是 线性 问题 ,可 假设 
pb 
Uh > Cf) 
TY 一 | 
U, 可 能 是 时 间 : 的 基数, 但 不 是 (zy,yyz) 的 困 数 , 设 UU 一 局 Use 
a$ Es 


LU Us 一 LU, 一 ay UL 一 上 ,UL — wy, ,所 以 元 二 已。 A 


为 调和 函数 ,在 整个 流 场 内 有 
Vp =0 a = 1,2,3,4,5,6 (g) 
在 无 穷 近 处 的 边界 条 件 为 
lim | VY% |=0 (h) 


3 多 9 光 a a 
在 物体 表面 5， 上 , 令 5 Se 一 天， i 一 yn, 一 zn,， 
on dn on 


8 二 X77, 一 yn, 于 是 


ls 8 


Di 2 
o o 
+U， a 二 十 …… 十 [7 Se ES 
可 写 为 
21—=A,.sU,.U sp (a,B—=1,2,3,14,5.,6) (8-80) 

式 中 

A, = 一 p| $, fzds (8-81) 

s, dn 


$9。 和 $$ 在 V 域内 均 为 正则 调和 消 数 (regular harmonic function)， 
应 用 格林 互 逆 定理 式 (8-59) 上 式 等 号 的 右 侧 可 写 为 


.#5 ds — 上. y 2 (8-59) 


,3s 一 条 yo (8-82) 
A.s 称 为 附加 质量 张 量 (added mass tensor) ,为 对 称 张 量 。 共 有 36 
个 分 量 , 由 于 对 称 , 独 立 分 量 有 21 个 。 
如 当 U。 和 Us 中 只 有 Ul 时, 即 a==pB==1, 由 式 (8-80) 和 和 式 
(8-81) 得 


因此 


1 
T= 3AnU 

A = 一 o| $ nds (8-83) 

由 此 说 明 ; 一 个 物体 在 原 系 静止 的 流体 中 运动 时 , 必 将 导致 一 定 


范围 内 的 流体 也 相应 流动 ,而 整个 流 场 中 流体 所 具有 的 动能 等 同 
于 质量 为 Au 的 流体 像 物 体 一 样 以 Di 速度 运动 而 具有 的 动能 。 
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也 可 以 说 像 质 量 为 4u 的 流体 附 厦 在 物体 上 以 同一 速度 一 起 运 
动 ,所 以 称 A。s 为 附加 质量 ,也 称 视 质量 (apparent mass)。 它 是 物 
体 的 一 个 最 重要 的 水 动力 特征 。 
在 物体 表面 S 上 有 
op _ 1] oF, 


On gn 
二 in 二 Un; 十 Da 十 DUO -— zn,) 
二 Us(ani CO— Xn3) Us (xn; CO— yn) 
陈 中 : ma 三 2 到 二 2 二 02。 如 果 设 


(Cn 9 715 ,1c ) — Fr xn = 


71] i» ri 
_ QP, , 
由 此 可 将 时 写 为 
a 9 I 
Qn on 
oP, 
Bk 
因此 附加 质量 张 量 可 写 为 
p| je (8-84) 
Sp 


附加 质量 只 与 物体 的 形状 和 方位 有 关 而 与 其 运动 速度 、 角 速度 或 
加 速度 无 关 。 因 为 对 于 任意 形状 物体 ,速度 势 风 只 与 物体 的 形状 
和 方位 有 关 。 一 般 情 况 下 附加 质量 有 三 个 主轴 (principal axis) ， 
轴 对 称 物 体 有 两 个 主轴 而 球体 则 只 有 一 个 主轴 。 

例 贺 球 的 附加 质量 

毅 止 无 界 理想 流体 中 一 个 半径 为 a 的 圆 球 以 速度 U 运动 ,这 
时 所 产生 的 流动 ,可 以 由 无 穷 远 均匀 来 流 绕 圆 球 流动 个 加 一 反方 
癌 同 等 流速 的 均匀 流动 而 得 到 。 这 时 无 穷 远 处 流速 仍 保持 为 零 。 
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流速 势 了 为 


$=— U(r+ 了 全 jcosg 一 Lrcosg 


一 5U 一 cosg 
一 一 已 风 
由 上 式 得 局 一 U, 册 一 本 所 cosg。 由 式 (8-81) 得 附加 质量 M 为 
, op 
M = An=—o]]$ dn dh 


一 0 了 | dB | cos’ sinbdb0 
0 0) 


一 Sra’p (8-85) 


相当 于 圆 球 排 开 流体 体积 的 一 半 。 附 加 质量 M 可 以 加 到 圆 球 本 
身 的 质量 M 上 去 ,作为 总 的 质量 (CM 十 M ) 应 用 到 动力 学 方程 
中 , 即 


下 (MT MD 于 (8-86 ) 


di 
式 中 :五 为 圆 球 上 的 作用 力 。 
式 (8-86) 对 于 其 他 形状 物体 当然 也 是 适用 的 。 
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液体 在 渠 槽 中 的 流动 ,由 于 具有 和 骏 露 于 大 气 中 的 自由 表面 而 
称 为 明 槽 水流 运动 (open channel flow)( 简 称 为 明 权 流动 )。 天 然 
河道 中 的 水 流 和 人 工 渠 道 . 水 工 建筑 物 如 洱 管 .渡槽 溢洪道 等 中 
的 水 流 均 属 明 榜 流 动 , 因 此 明 横 流动 是 日 然 界 和 人 类 生活 中 最 稼 
见 的 一 种 流动 。 

明 权 流动 的 自由 表面 上 作用 着 大 气压 力 , 由 于 没有 固体 壁面 
的 约束 而 可 以 根据 流动 状况 而 自由 变动 ,这 个 和 白 由 边界 在 很 多 水 
流 情 况 下 是 竺 求 的 因素 ,这 是 求解 明 覃 流动 问题 中 一 个 困难 的 因 
素 。 明 槽 模 身 的 固体 壁面 义 因 其 形状 和 构成 的 多 样 性 ,也 使 得 明 

明 梭 流动 中 作用 于 水 流 的 外 力 除 壁面 阻力 以 外 ,主要 是 重力 。 
具有 封闭 固体 壁面 的 管道 水 流 , 其 重力 作用 通常 表现 为 压强 的 变 
化 而 明 槽 水 流 中 的 重力 作用 通常 表现 为 自由 表面 的 高 程 变化 。 

由 于 生产 实践 和 人 类 朱 活 的 需要 ,对 明 权 水 流 的 研究 和 认识 
县 有 悠久 的 历史 。 本 章 中 着 重 盖 述 明 覃 流动 的 基本 原理 和 方程 。 
明 槽 水 流 根据 其 各 种 流动 要 素 如 流速 .水 深 等 随时 间 的 变化 与 否 
而 分 为 恒定 流 与 非 恒 定 流 ;根据 其 各 种 流动 要 素 在 空间 上 的 分 布 
而 分 为 均匀 流 和 非 均 匀 流 。 非 均匀 流 中 根据 各 种 流动 要 紊 在 空间 
上 变化 的 缓急 而 分 为 渐变 流 和 急 变 流 。 明 槽 水 流 中 国 样 存在 不 同 

3]3 。 


的 流动 型 态 - 一 - 层 流 与 宁 流 ,但 是 由 于 实际 问题 中 明 权 流动 的 雷 
诺 数 很 大 ,因此 明 权 水 流 多 为 亲 流 。 明 槽 庆 流 的 内 容 读 者 可 参阅 
粘性 流体 力学 有 关 书 籍 。 明 槽 水 流 中 的 主要 作用 力 为 重力 ,因此 
弗 劳 德 数 Fr 为 明 槽 水流 中 一 个 最 重要 的 相似 准 数 ,由 Fr 数 作为 
数据 , 明 模 水 流 的 流 态 可 以 分 为 缓 流 、 急 流 和 临界 流 。 不 同 的 流 态 
使 得 明 槽 水 流 千变万化 .丰富 多 彩 。 

明 槽 水 流 的 理论 应 用 广泛 ,本 章 中 不 能 尽 述 ,读者 可 参阅 有 关 
工程 水 力学 的 大 量 论著 。 


9. 1 有 明 覃 水 流 运动 的 基本 方程 


9.1.1 人 税 述 


明 槽 流动 中 水 流 的 边界 除 自由 表面 外 均 由 固体 壁面 所 构成 。 
一 般 情况 下 固体 壁面 分 为 底面 和 两 个 侧面 ,统称 河 ( 渠 ) 床 。 固 体 
河床 形状 多 样 , 如 图 9-1 所 示 的 河床 为 一 些 典 型 床 面 。 由 于 水 流 
与 固体 壁面 之 间 的 无 滑 移 条 件 , 因 此 在 明 槽 底面 和 两 个 侧面 ,流速 
均 由 壁面 处 为 零 回 内 法 线 方 向 逐 渐 增 大 。 因 此 明 槽 中 流速 并 非 均 
习 分 布 而 是 一 个 三 维 流速 分 布 。 图 9-1 中 还 画 出 了 各 种 明 覃 水 流 
中 断面 上 的 等 流速 线 。 断 面 最 大 流速 一 般 发 生 在 自由 表面 以 下 
5% 一 25% 水 深 处 。 

一 般 情况 下 骨 槽 中 使 水 发 生 流 动 的 主要 作用 力 是 重力 ,特别 
征 重 力 在 流动 方 问 的 分 力 , 而 这 个 分 力 的 大 小 则 取决 于 明 槽 底面 
的 坡度 , 谍 坡 在 明 权 流动 中 自然 具有 了 重要 的 意义 。 阻 灌水 流 运 
动 的 力 是 水 流 与 固体 壁面 间 的 阻力 。 重 力 是 质量 力 , 它 作用 于 每 
一 流体 质点 上 ,而 盟 力 则 是 面积 力 。 阻 力 与 明 醒 的 形状 流量、 底 
坡 槽 壁 粗 糖度 等 诸多 因素 有 关 。 在 明 槽 流动 中 压强 不 是 一 个 重 
要 的 因素 ,因为 自由 表面 上 作用 着 的 大 气压 力 在 沿 流程 各 断面 处 
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图 9-] 明 权 流动 -! 
均 为 一 个 浓 量 ,相对 压强 为 稚 , 因 此 明 权 流动 也 称 为 无 压 流 动 。 这 
一 点 与 四 周 均 被 固体 壁面 约束 的 管道 水 流 的 情况 完全 不 同 。 


9. 1.2 骨 槽 水 流 运动 的 微分 方程 式 


对 于 明 横 流动 ,连续 方程 与 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 (简称 N-S 方 
程 ) 仍 然 是 基本 的 微分 方程 式 。 即 


}u dU ,| dew 
VE = 一 十 一 
dT 十 dy 十 co 


一 0 (1-17) 
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du 

fd 

1. 不 可 压缩 粘性 流体 在 二 维 无 界 流 场 内 的 流动 

如 果 体 积 力 只 考虑 重力 ,如 图 

9-2 所 示 的 无 界 流 场 中 一 点 了 处, 单 

位 体积 流体 的 受 力 pf 只 有 铅 垂 向 的 

重力 pg 。 平 面 坐标 选用 zOz。O-O- 
为 水 准 线 。 

of = ipgsina — kogcosa (9-1) 

a 为 Or 轴 与 O-O 间 的 夹 角 。 坐 标 原 

点 OO 的 珊 程 为 刀 , 己 点 禹 程 为 产 , 即 图 9-2 无 界 流 场 中 的 流动 


=pf— vpt+pVviu (2-40) 


h 一 ho 十 zcoOsa — rsina (9-2) 
式 (9-2) 中 各 项 乘 以 pg, 得 
poh = pgho + ppgzcosa— pexsina (0-3) 
(pgh) 为 一 标量 消 数 , 取 其 梯度 为 
grad(peh) =— ipg sina + kog cosa (9-4) 
比较 式 (9-1) 与 式 (9-4), 得 
pf =— grad(peh) (9-5) 


可 见 (ogh) 为 力 势 贤 数 。 重 力 为 有 势力 (potential force) 。 
pf, = 一 字 (pgh) 
] (9-6) 
pf: = Peh) 
将 式 (9-6) 代 入 式 (2-40) 中 ,从 而 得 到 体积 力 为 重力 ,不 可 压缩 流 
体 二 维 流动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 


ou du ou _ gh 1 9p gu ,9°u 

Hr I 8 7 ;tt ,0.7) 
Ow Ow Ow ah 1 9p dw | gw 

J TW- dz Pp dz (97 + 92 ) 
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式 中 :ww 为 x 及 xz 方 回 的 流速 。 
式 (9-7) 写 为 一 般 的 分 量 方程 式 为 
9z4， 9 oh 1 op O° a; (9-8) 


人 


E73 or > 92 OO QT,97,; 
式 中 ;分 别 表示 w 和 w。 
2. 纳 维 -斯 托 元 斯 方程 中 的 压强 = 
项 改变 为 流体 动 压强 
议 流 动 中 的 压强 由 两 部 分 压强 组 
成 ; 流体 更 压 强 p, 及 流体 动 压强 名 。 即 
p= p+ pa 
由 流体 静 力 学 可 知 ,如 图 9-3 所 0 
未 , 流 场 中 某 点 A 的 流体 静 奈 强 p. 满 图 093 流 场 中 A 点 静 
是 下 式 : 压强 示意 图 
p;+ pez = const (3-16) 
设 一 参考 点 B 处 更 压强 为 po, 其 垂直 坐标 位 置 z==zo ,于 是 
po tpogzo = ppogz—= 


ps= C—O 
= po O82zo — O82 
= po 十 Yh (3-18) 
式 中 有 二 zo 一 xz。 由 式 (9-5) 和 式 (9-2) 可 得 单位 体积 力 为 
pf =— grad(oeh) 一 一 0g VC + zcosa — rsing) 
本 市 中 取 > 为 铅 垂 方 加 ,所 以 wx 王 0, 上 式 可 与 为 
pf =— pg Vi 十 z) 二 一 og Vz 一 一 VCorx ) (9-9) 


N-S 方程 中 压强 梯度 项 为 
Vp=V(ps 和 tp)=V[ips+(C—pogz) j=Ypa— VY(pgz) (9-10) 
将 式 (9-9) 式 (9-10) 代 入 N-S 方 程式 (2-40), 得 


_d_ 1 1 了 Us 
Va) 7 Vhat Ss Vp) + or Vu 
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= Vpa tv Vu (9-11]) 


从 而 在 N-S 方程 中 重力 项 在 形式 上 不 再 出 现 。 

3. 明 权 水 流 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 

明 槽 水 流 是 具有 自由 表面 的 水 流 
运动 。 自 由 表面 上 作用 有 大 气压 强 
p, ,假设 p, 二 0, 即 考虑 相对 压强 。 如 图 
9-4 所 示 , 电 为 水 深 ,z% 为 权 底 高 程 ， 
书 十 名 为 水 面 高 程 。 水 中 一 点 了 ,坐标 
为 (7,z) .PP 点 上 的 静水 压强 为 


p=PeL (Hts ) 图 9-4” 明 构 水 流 中 点 
动 水 压强 为 压强 示意 图 

ps=p—pg| (Hzo)— | 
全 压强 为 

p=patp,=patpogl (Hzo)— 2z)| (9-12) 
将 式 (9-9), 式 (9-12) 代 入 N-S 方 程式 (2-40), 得 


p Y=— Vpgs) — VLpa tpg (H+ — 2)] pv 
—— Vpa— VLloe (Hz) 十 AVI 
令 水 面 高 程 ( 吾 十 zo) 二 >,, 则 


du 1 Uw 2 
dq so Ps gg Vg 十 7 YE (9-13) 


式 (9-13) 为 明 槽 水 流 的 N-S 方程 。 
由 方程 可 以 看 出 在 明 楼 流动 中 ,重力 作为 质量 力 的 作用 表现 
为 辣 程 水 面 的 变化 。 


9. 1.3 了 明 槽 总 流 方程 


分 析 明 权 水 流 时 常 考虑 沿 流 动 方 向 整 股 水 流 的 各 种 水 流 物理 
主 的 变化 ,基本 方程 式 有 连续 方程 .动量 方程 和 能 量 方程 。 
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1. 明 权 总 流 的 连续 方程 

图 9-5 表示 明 权 总 流 的 纵 、 横 剖面 图 。 以 1-1,2-2 两 断面 之 
间 的 水 体 为 钱 究 对 象 。 图 中 沿 流 动 方 回 有 三 个 坡度 : 底 坡 i 水面 
坡度 fs 和 总 水 涉 线 坡度 (能 坡 )J。 沿 流动 方向 的 纵 坐 标 为 ;, 重 
直流 回 的 水 涤 为 Rs)。0-0 为 水 平 基准 面 , 水 面相 对 于 基准 面 的 
高 度 为 x,, 即 为 该 断面 的 测 管 水 头 高 度 , 断 面 平 均 流 速 为 vv, 则 流 


速水 头 为 S- ,a 为 动能 修正 系数 。 横 断面 中 A 为 断面 面积 .B 为 


水 面 宽度 ,P 为 湿 周 (wetted perimeter), 即 床 面 与 水 接触 部 分 的 
长 度 。 定 义 面 积 A 与 湿 周 书 的 商 为 水 力 半 径 民 , 即 
发 一 一 (9-14) 


横 训 面 N-N 纵 癌 | 全 
图 9-5 明 裤 流动 剖面 


考虑 一 种 普遍 情况 ,过 水 断面 面积 A 和 流体 密度 o 均 随 时 间 
变化 , 即 A 二 A(s.t) .p 二 p(s,1)。 在 图 9-5 中 的 微小 控制 体 1-2 流 
体 , 由 断面 1-1 流入 ,由 断面 2-2 流出 ,两 断面 间距 为 ds。 时段 di 
内 流入 断面 1-1 的 流体 质量 为 

ml = ovAdt 
由 断面 2-2 流出 的 流体 质量 为 
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ms =poAdt+ FC(pvAdt) ds 
流出 与 流 人 的 质量 差 为 
dm, =ms —mi = (puAdt) ds 
在 同一 时 段 内 ,控制 体内 的 流体 质量 由 原来 的 pAds 变 为 pA ds 十 
(pAds)di, 即 得 


n= 
dm, = 7 ‘PA ds) dr 
由 质量 守 忆 原理 ,忽略 高 阶 小 量 , 可 得 


过 | 
了 《OA ds) dt 一 一 je PvA dt) ds 


或 写 为 
< KoA) 二 二 (ooA) 一 0 (9-15) 
of 0 ds 人 加 


即 一 维 非 恒定 流动 连续 方程 。 水 作为 不 可 压缩 流体 ,w 为 常数 , 式 
(9-15) 简 化 为 


9A 
ot 


这 就 是 在 明 模 流动 中 常用 的 连续 方程 形式 。 由 于 断面 流量 Q 为 
订 [ 面 平均 流速 ” 与 断面 积 A 的 乘积 , 即 


-IvA)=0 (9-16) 
Os 


Q= vA (2-74) 
因此 明 权 流动 的 连续 方程 可 与 为 
dA oOQ | Ll 
3r + 3 = 0 (9-17) 


对 于 恒定 流 即 人 =0, 积 分 式 (9-17) 得 


Q= vA = const (9-18) 
对 于 1-1 及 2-2 两 个 源 面 ,可 写成 
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A 


UA > ae 或 - 2 (9-19) 


2. 明 槽 总 流 的 动量 方程 

由 2. 2 节 已 知 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 就 是 实际 流体 运动 时 的 动 
量 方程 式 , 只 不 过 它 是 动量 方程 的 微分 形式 ,在 流体 力学 中 第 称 为 
流体 的 运动 方程 。 运 动 方程 与 连续 方程 联 立 ,原则 上 已 可 求解 在 
给 定 边界 条 件 及 初始 条 件 下 的 流动 问题 。 但 在 实用 上 人 往往 并 不 需 
要 知道 各 种 物理 量 在 流 场 中 各 点 上 的 分 布 , 于 是 发 展 了 动量 方程 
的 积分 形式 。 积 分 形式 的 动量 定理 表明 : 流体 系统 动量 的 时 间 变 
化 率 等 于 作用 在 该 流体 系统 上 的 全 部 作用 力 。 流 体系 统 动量 的 时 
间 变 化 率 可 由 雷诺 输 运 方程 式 (1-12) 得 到 ,只 要 将 式 (1-12) 中 的 
下 以 pu 代替 即 可 得 


see ,re 
J (pWdV = | ee dV 十 《OU ndS 


(9-20) 
式 (9-20) 表 明 流 体系 统 的 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 控制 体 中 流 
体 动量 的 当地 时 间 变 化 率 与 单位 时 间 里 从 控制 体 表 库 净 流出 的 动 
量 之 和 。 于 是 动量 的 积分 方程 可 以 与 为 
Wav + enue ms Brot Dr, 


(021) 


式 中 : Fs 表示 体积 力 ;Fs 表示 面积 力 。 

在 直角 坐标 系 中 将 式 (9-21) 与 为 分 量 的 形式 ,在 1 2 od3 从 
标 方 器 分 别 为 

由， 区 (cody 十 | pu “nd = Dy 2 


(9-22a) 


| 3(pus)dy 十 | (pa)u 。ndSs 一 Ts 十 Fs, 


(9-22b) 
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中 2 ouodv 十 | (ous)u » ndS 一 > Fa, 十 > ,Fs 
we dr SC) 

(9-22c) 
对 于 恒定 流动 , 则 式 (9-22) 化 简 为 


| ee )urndS = Fe + YFs (9-23a) 
| pu ndS= DFs + OF, (9-23b) 
号 


| ee “ndS = ,Fs 十 >Fs (9-23c) 
式 中 的 & nn 为 在 控制 体 表 面积 上 流速 在 外 法 线 方向 的 投影 。 
明 权 流动 如 图 9-5 所 示 , 由 于 自由 水 面 及 床 面 均 无 流体 流入 
或 流出 ,因此 当 令 x 二 zx ,x2 二 y,Ti3 二 zz 时 , 式 (9-23) 可 写 为 
0OGQ(ao vv 一 an mw) 一 > FF 十 Fs (9-24a) 
ppQ(aum —o0v)= DFs + oFs (9-24b) 
PQlav ve —av)= PFs 十 >Fs (9-24c) 
式 中 : ,zu 分 别 表 示 断 面 2-2 上 的 断面 平均 流速 在 x,y,x 
方向 的 投影 ;tw ,ww ,wv 分别 表示 断面 1-1 上 的 断面 平均 流速 在 
z,yz 方 站 的 投影 。 
由 于 断面 上 各 点 流速 x 分 布 并 不 均匀 ,所 以 当 用 断面 平均 流 
速 "来 表示 动量 时 , 须 乘 一 个 动量 修正 系数 a , 即 
| eada 
vA 
% 在 渐变 流动 中 一 般 为 1. 02 一 1. 05 ,为 简单 起 见 ,党 来 用 om 二 1.0。 
通常 进出 断面 1-1 和 2-2 均 选 在 渐变 流 中 而 对 1 和 2 两 断面 之 间 
的 流动 并 无 限制 。 
3. 明 槽 忆 流 的 能 量 方程 
关于 明 权 总 流 的 能 量 方程 可 由 2.4.4 节 总 流 的 伯 努 利 方程 
322 ， 


Qn 一 


CI77 二 17 A TF dy 了 


(2-87) 得 到 。 式 (2-87) 为 


2 2? 
pi 二 十 >， 一 Pa i -| 之 ， es (2-87) 
r 8 六 8 - 


式 中 的 (全 十 x ) 表 示 断 面 的 测 管 水 头 ,由 图 9-5 可 以 看 出 各 个 断 


面 的 测 管 水 头 为 z， 一 达 十 = 一 忆 十 hcos9, 式 (2-87) 在 明 权 流动 
中 也 可 与 为 


Re 
式 中 的 hh，, 表示 断面 1-1 与 断面 2-2 之 间 的 水 头 损 失 。 


:> 
仿 ] TT 
之 si -十 之 < 十 
2g 2 


十 及。 (9-25) 


9.2 了 明 模 水 流 运 动 的 两 种 流 态 缓 流 和 和 急流 

明 权 水 流 有 两 种 完全 不 同 的 流 态 (flow regime) :一 种 水 流 流 
动 洽 急 , 遇 到 某 些 障碍 物 例 如 山 溪 中 的 巨石 , 则 会 在 巨石 处 激 起 少 
化, 而 其 上 话 的 水 流 却 个 党 任何 影 啊 ; 画 一 种 水 流 流 动 平 绫 ,如果 
遇 到 某 些 障碍 物 例 如 河 起 的 缩 罕 或 河 槽 中 豆 立 的 桥墩 , 则 这 些 障 
碍 物 上 游 的 水 位 会 清高 ,而 且 这 种 清高 将 一 直 影 啊 到 上 游 相 当 远 
处 。 这 两 种 不 同 的 水 流 流 动 状态 ,前 者 称 为 急流 (supercritical 
flow) ,后 者 称 为 缓 流 (subceritical flow)。 这 两 种 流 态 的 水 流 , 其 水 
面 曲 线 的 变化 规律 不 同 ,因此 在 明 模 水 流 人 研究 中 有 重要 意义 。 判 
别 水 流 流 态 的 准 数 是 弗 劳 德 数 ,与 可 压缩 流体 运动 中 由 马赫 数 将 
流动 分 为 超 音 速 Csupersoenic {flow) 和 亚 首 速 流动 (subsonic flow) 
类 似 。 


9. 2. 1 了 明 模 中 的 微波 波 速 


从 明 柳 水流 中 微小 干扰 波 的 传播 可 以 探索 两 种 流 态 的 本 质 。 
明 权 中 流动 边界 的 突然 改变 ,如 河道 的 缩 罕 、 障 碍 物 的 出 现 , 流 动 
2 


方向 或 槽 底 坡 的 急剧 变化 ,或 者 对 明 槽 水 流 的 人 工 干 扰 都 会 形成 
明 槽 水 面 的 波动 ,这 种 波动 将 以 一 定 的 速度 向 四 周 传 播 。 例 如 在 
一 个 浅水 池塘 中 投入 石 块 , 于 是 在 水 面 产生 波动 并 以 速度 c 向 四 
周 传 播 , 形 成 以 投石 点 为 中 心 的 一 组 同心 圆 , 如 图 9-6(a) 所 示 。 
如 有 果 是 向 均匀 等 速 流动 着 的 明 槽 水 流 中 投入 石 块 , 则 所 形成 的 干 
扰 波 将 随 水 流 移 动 , 当 水 流 的 流速 U 小 于 微波 传播 的 速度 即 波 速 
c 时 , 微 流 同上 次 传播 的 绝对 速度 为 (c 一 UU) 而 向 下 游 传 播 的 绝对 
速度 为 (c 十 0), 扰 动 微波 最 终 可 以 传播 到 整个 水 面 ,形成 的 波形 
图 如 9-6(b) 所 示 。 在 1 二 0 时刻 投入 水 面 O 点 处 的 石子 扰动 产生 
的 微小 水 面 波 在 ==At 时 将 传播 到 以 O; 为 中 心 ,cAt 为 半径 的 圆 


图 9-6 干扰 微波 在 水 中 的 传播 
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周 ,而 OO 一 UAt。 同 样 可 以 得 出 在 2At,3At,…' 时 的 微波 传播 的 
图 形 。 图 中 的 A 点 为 经 过 3At 时 间 由 OO 传播 到 达 的 点 ,OA 一 
3(U 十 OAt, 可 见 向 下 游 的 传播 速度 为 (U 十 c)。 同 理 0B==3(U 一 
c)yAt。 图 9-6(c) 表 示 当 水 流 流速 U 等 于 波 速 c 的 情形 。 这 时 ,向 
下 游 传播 的 绝对 速度 为 2c 和 而 微波 不 可 能 向 上 游 传 播 ,O 点 处 为 一 
公 切 线 , 作 为 扰动 区 与 未 扰动 区 的 分 界线 。 图 9-6(d) 表 示 U>c 
的 情形 。 这 时 ,OO 点 处 的 人 微 扰动 波 只 能 沿 顺 流 方向 ,在 以 O 为 顶 
点 ,过 O 点 的 流 线 为 轴线 的 锥 形 区 内 传播 。、 图 中 示 出 上 一 Ar,2Al， 
3At 三 个 时 刻 微 流传 播 的 圆周 。 在 流动 方向 微波 的 传播 的 绝对 速 


度 为 (QU 十 c) , 锥 形 的 半 顶 角 一 sin 于 扰 波 不 可 能 传播 到 锥 


形 以 外 的 区 域 。 可 见 通 过 对 水 流 流速 品 与 微小 干扰 波 传播 速度 < 
的 比较 器 可 以 判断 干扰 波 能 否 向 上 游 传播 ,从 而 判断 水 的 流 态 。 
微波 传播 速度 c 可 以 通过 对 图 9-7 所 示 任 意 形状 的 平底 棱柱 
形 明 槽 水 流 的 分 析 得 出 。 设 明 覃 内 为 静水 ,水 深 为 六 ,水 面 宽 度 为 
B, 过 水 断面 面积 为 A。 如 果 用 薄板 N-N 以 一 定 速度 向 左 拨 动 一 


(C) 


图 9-7 明 楼 中 微波 传播 


下 , 则 在 薄板 左面 的 水 面 上 激 起 一 个 微小 波动 , 波 高 为 An, 以 流速 
c 向 左 方 传播 。 如 果 忽 略 摩 阻 力 的 影响 , 则 微波 将 保持 它 的 形状 
一 直 传 播 到 无 穷 远 处 。 事 实 上 由 于 摩 阻 力 的 存在 , 波 高 将 在 传播 
过 程 中 逐渐 减 小 以 至 消失 。 波 形 所 到 之 处 将 审 动 槽 水 运动 ,所 以 
槽 中 各 点 流速 都 随时 间 变 化 ,流动 为 非 恒定 流动 。 取 坐标 系 位 于 
微波 波峰 断面 并 以 < 的 速度 向 左 移动 ,如 果 忽 略 麻 阻力 的 影 啊 , 则 
对 于 此 坐标 系 而 言 , 槽 中 水 流 自 左 向 右 流动 ,水 面 波 形 将 固定 不 
变 , 为 恒定 流动 ,但 水 深 则 沿 程 变化 。 对 于 波峰 所 在 断面 2-2 及 其 
上 游 邻 近 断 面 1-1, 夺 以 槽 确 为 基准 面 , 则 测 管 水 头 分 别 为 
之 | 十 PD h 


zs 十 笃 一 及 十 Ah 


XX zi 一 5C 
由 连续 方程 得 
加 vA __dA 
A 二 AA 4 十 AAA 
忽略 断面 1-1 和 2-2 之 间 的 水 头 损 和 失 ,并 令 ol 一 az 一 1.0, 则 能 量 
方程 式 为 


2 


2 


C co A 
h 寺 二 一 h 二 Ah 十 大 (A 了 AA) 
将 AA 守 BAh 代入 并 化 简 ,可 得 


(9-26) 


ce = 十 /jg 全 (9-27) 


对 于 和 窍 形 明 权 ,A 王 BR , 则 
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c 一 士 weA (9-28 ) 
实际 上 角 槽 或 天 然 河 道中 的 水 总 是 有 流动 的 , 设 水 流 流 速 为 v, 则 
微波 传播 的 绝对 速度 为 


1 十 cc 一 也 十 (9-28 ) 


A 
”万 
顺水 流 方 向 用 "十 ?号 ,逆水 流 方向 用 “一 ”号 。 

根据 水 流 流 速 v( 注 意 这 里 用 断面 平均 流速 v 与 表面 流速 会 
有 一 些 差别 ) 与 波 速 c 的 比较 ,将 水 流 分 为 以 下 三 种 流 态 : 


(1) 组 流 UVU<C 
(2) 上 临界 流 人 
(3) 急流 vc 


急流 相当 于 图 9-6(d) 所 表示 的 情形 , 缓 流 相当 于 图 9-6(b) 所 表示 
的 情形 ,而 临界 流 人 critical flow) 相 当 于 图 9-6(c) 所 表示 的 情形 、 
临界 流 中 水 的 流速 称 为 临界 流速 Ccritical velocity) ,以 vw. 表示 , 即 


VU. =, /全 (9-29) 


v. Veh (9-30) 
所 以 用 临界 流速 六 也 可 以 判别 流 态 。 当 > 为 刍 流 ,zw 为 缓 流 。 


由 式 (4-20) 已 知 流动 中 弗 劳 德 数 为 Fr= 一 一 ,! 为 流动 中 某 
vel 


一 几何 尺度 ,这 里 采用 水 深刻 , 则 可 见 Fr 数 表示 了 水 流 流速 与 波 
速 之 比 , 从 而 得 到 


Fre el 缓 流 


对 于 短 形 明 楷 ,vw. 为 


Fr 一 一 一 1] 临界 流 、 (9-31) 


ro 
| 刍 流 


ZL 


由 此 可 见 弗 劳 德 数 是 水 流 流 态 的 判别 准 数 ,因而 具有 重要 意义 。 
这 说 明 , 当 Fr 一 1, 水 流 流速 等 于 波 速 ,也 表示 在 流动 中 重力 的 作 
用 与 惯性 力 的 作用 恰好 相等 ,是 为 临界 流动 ; 当 Fr<<1, 表 明 惯 性 
力 的 作用 小 于 重力 的 作用 ,干扰 微波 正 是 在 重力 的 作用 下 克服 惯 
性 力 而 向 上 游 传 播 的 ,是 为 缓 流 ; 急流 中 Fr 之 1, 惯 性 力 的 作用 大 
于 重力 的 作用 ,干扰 微波 不 能 向 上 游 传播 。 

类 似 水 波 ,在 空气 动力 学 的 研究 中 马赫 (Ernst Mach,1838 一 
1916) 于 1887 年 发 表 的 文章 中 指出 在 空气 中 运动 的 扰动 源 , 例 如 
一 个 尖 头 弹丸 的 顶尖 ,其 扰动 将 以 音速 a 向 四 周 传 播 ,从 而 得 到 与 
图 9-6 中 与 水 波 相 类 似 的 现象 。 也 可 以 是 以 流速 U 流 过 不 动 的 
扰动 源 的 气流 。 当 流速 为 U, 可 以 根据 流速 U 与 音速 a 之 比 即 马 


赫 数 M= 一 ,将 气体 流动 分 为 亚 音速 (subsonic) .音速 (sonic) 和 超 


音速 (supersonic) 运 动 。 


= 二 一 1 亚 音 速 流 动 
Ma Ui 2 
U 

Ma = > 1 超 首 速 流 动 


对 于 超 首 速 气流 ,扰动 可 以 传播 到 的 范围 同样 为 一 锥 体 , 称 为 马赫 
锥 (Mach cone), 锥 项 点 为 扰动 源 的 位 置 , 锥 的 半 顶 角 称 为 马赫 


角 ,一 sin ! 7 对 于 二 维和 平面 流动 ,马赫 锥 退化 为 两 条 锥 形 线 ， 


称 为 马赫 线 。 可 金水 流 运 动 中 的 Fr 数 和 气流 中 的 Ma 数 有 相似 
的 含意 ,而 水 流 的 不 同 流 态 分 别 与 气流 中 的 亚 音 速 .音速 和 超 音速 
流动 也 有 相似 之 处 。 
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9.2.2 比 能 、 临 界 水 深 


在 人 研究 明 模 流动 中 沿 程 各 断面 之 间 能 量 的 关系 时 , 币 芝 选 定 
一 条 基准 线 0-0, 相 对 于 这 条 基准 线 确定 沿 程 各 断面 的 各 种 水 头 ， 
通过 总 水 头 的 比较 而 得 到 两 断面 之 间 的 水 头 损 失 , 这 条 基准 线 是 
任意 选 定 的 。 因 此 当 企图 通过 人 研究 一 个 断面 中 各 种 能 量 . 主 要 是 
水 流 的 势能 和 动能 的 配 比 关系 而 分 析 明 槽 水 流 的 流 态 时 ,可 以 采 
用 明 模 中 所 研究 的 断面 的 最 低 点 为 基准 。1911 年 巴赫 米 切 夫 
(Bakhmeteff B. A. )9% 建 议 以 断面 最 低 点 为 基准 的 断面 水 流 单位 
重量 水 体 的 总 机 械 能 定义 为 比 能 (specific energy) ,以 EE 表示 为 

FF = hcos0 十 (9-33) 
趟 中 :为 水 深 ;9 为 明 柳 槽 底 坡 线 与 水 平 线 的 夹 角 ;hcos6 表示 该 断面 
水 深 在 负重 方 向 的 投影 ,是 势能 ; 全 表示 该 断面 水 流 的 动能 。 

对 于 坡度 很 小 的 明 槽 (06<<6"), 则 cosb<*1.0, 即 可 用 水 深 疡 代 

蔡 单 位 重量 水 体 的 势能 hcos86。 因 此 式 (9-33) 改 写 为 


让 (9-34) 
或 者 由 于 v 一 对 而 写 为 
E 一 上 十 信守 (9-35) 


图 9-8 表示 一 个 过 流 断 面 的 能 量 关 系 。 在 非 均 匀 流 中 ,由 于 流动 
条 件 的 改变 ,一 定 的 流量 Q 有 可 能 以 不 同 的 水 深 记 通过 同一 过 水 
断面 ,相应 每 一 水 深 有 不 同 的 断面 面积 和 断面 平均 流速 ,从 而 有 不 


D BA Bakhmeteif. Hydraulics of Open Channels. New York，McGraw-Hill 
Lo，1932 
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图 9-8 比 能 曲线 2] 


阿 的 比 能 迫 值 。 当 断面 形状 ` 乒 十 和 流量 一 定时 , 比 能 五 与 水 深 
h 的 关系 如 图 9-8(b) 中山 线 ( 实 线 ) 所 示 , 这 条 曲线 称 为 比 能 本 
线 。 由 式 (9-34) 的 关系 可 以 看 出 : 当 A 0 时 , 因 A4 一 0 而 ~co， 


所 上 江 一 oo, 比 能 EF->oo, 比 能 曲线 必然 以 横 坐 标 为 渐 近 线 ; 反 


之 , 当 h>oo 时 , 因 A 一 吕 wv>0, 名 -一 0 而 比 能 Eh 一 oo0, 所 以 比 
能 曲线 必 以 45" 直 线 ON 为 渐 近 线 。 在 /0 和 h->oo 的 两 种 极端 
情形 当中 必 有 一 个 值 相应 值 为 最 小 值 ,可 从 实 一 0 求 得 


dE dad aQ \_1_ ccQd4 _ 
太一 地 2 )— oA dh ™ © ‘9736) 


由 于 dA 二 Bdh, 并 设 a 二 1.0,B 为 相应 水 深 时 的 水 面 宽度 ,所 以 式 
(9-36) 可 写 为 


(4 十 


2 < 


本 人 


__A 
A BB 


又 因 Sz 一 过 ,并 根据 式 (9-29) 可 得 


。 2330 。 


5 gS = CO 


由 此 可 见 比 能 EE 为 最 小 值 时 ,流速 vv 为 临界 流速 wv., 即 此 时 为 临 
界 流 。 最 小 比 能 点 < 相应 的 水 深 称 为 临界 水 次 (critical depth), 


h. 表示 。 这 时 水 流 的 弗 劳 德 数 Fr== 3 一 ].0。 由 图 9-8(b) 可 
本 
B 


看 到 ,C 点 将 比 能 曲线 分 为 上 下 两 支 .曲线 上 支 守 >0,o<w: 流 


动 为 缓 流 ;曲线 下 支 守 二 0,v>>v. 流动 属于 急流 。 图 9-8 中 实 线 


所 表示 的 巨 与 h 关系 曲线 是 对 应 于 某 一 流量 Q 的 ,如 果 流 量变 化 
则 会 有 与 该 流量 相应 的 男 一 条 比 能 曲线 ,如 图 中 相应 Q 与 Q; 的 
虚线 。 对 于 同一 断面 , 当 流 量 Q@ 增 加 则 比 能 曲线 问 石 移动 而 临界 
水 深 增加 ,如 图 9-8 中 Q: >Q >Q; 反 之 当 Q 减 小 则 比 能 曲线 加 
左 移动 ,如 Q: 。 

若 以 A. 和 B. 分 别 表示 水 深 为 临界 水 深 时 断面 的 过 水 断面 
面积 和 水 面 宽度 , 则 由 式 (9-36) 得 


A aQ’ | 

是 (9-38) 
式 (9-38) 为 临界 水 深 的 计算 式 , 由 于 此 式 为 隐 晴 数 形式 , 需 由 试 
算 求 解 , 也 可 查 水 力学 计算 手册 。 


对 于 矩形 断面 ,A.=B.A,Q=9qB.,9 为 单 宽 流量 。 代 人 元 


(9-38) 得 
3 2 
.一 /于 CO 
& 


以 gq 二 hv 代入 式 (9-39) 得 


4 
hh. -二 2 3 Ew (9-40) 


式 (9-40) 说 明 临 界 水 深 是 临界 流速 水 头 的 2 倍 ,是 最 小 比 能 的 邱 ， 
如 势能 大 于 此 值 ,h>h. 则 流动 为 缓 流 ,如 势能 小 于 此 值 ,h<h. 则 
流动 属于 急流 。 
对 于 矩形 断面 还 可 以 得 出 在 比 能 FF 为 一 定时 ,水 深 与 流量 的 
关系 。v 一 忒 ,以 a 一 1.0 代入 式 (9-34) 得 
q = hveg(tb 一 六) (9-41) 
令 正 二 const' 以 六 为 纵 坐 标 ,9 为 横 坐 


标 , 按 式 (9-41) 绘 出 六 ~ 一 v 曲线 如 图 “三 
9-9 所 示 。 由 图 可 见 : 单 宽 流 量 9 存 


在 一 个 最 大 值 ,由 加 =0 可 以 求 得 相 


应 于 该 最 大 流量 的 水 深 为 1 
一 LE=h (9-42) 
3 图 9-9 及 与 q 关系 曲线 t1 


式 (9-42) 说 明 当 水 深 为 临界 水 深 时 ， 

通过 断面 的 流量 为 最 大 。 由 图 9-9 还 可 看 出 : 对 于 hh 二 hh. 的 缓 流 
情况 ,水深 越 大 则 单 宽 流 量 越 小 ;在 A<A. 的 急流 情况 下 ,水深 越 
大 则 单 宽 流 量 越 大 ,二 者 情况 恰好 相反 。 不 同 过 水 断面 的 比 能 不 
能 百 接 互相 比较 , 因 其 基准 线 ( 槽 底 ) 的 高 程 不 同 。 


9.3 ” 明 梭 均匀 流 与 渐变 流 


9. 3. 1 有 明 槽 均匀 流动 


当 明 模 中 水 深 、 过 水 断面 .流速 .流量 等 运动 要 素 均 保持 沿 程 

不 变 , 这 种 流动 为 明 模 均匀 流 。 明 槽 均匀 流 中 流 线 均 为 与 模 底 平 

行 的 直线 。 如 图 9-10 所 示 ,水面 线 、 总 水 头 线 与 槽 底 平行 ,也 就 是 
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图 9-10 明 模 均匀 流动 


水 面 坡度 J ,总 水 状 线 坡度 和 底 坡 i 均 相 等 , 即 
;==i= sind (9-42) 
明 槽 均匀 流 是 等 速 直 线 流动 ,因此 作用 于 水 体 的 各 种 力 保 持 
平衡 。 均 匀 流 动 中 各 汤面 水 深 相 同 , 且 压强 均 符 合 静 水 压强 分 布 ， 
因此 各 有 断面 的 水 压力 是 相同 的 ,对 流动 不 起 作用 。 沿 流动 方 辣 的 
重力 分 量 Csinl 与 床 面 对 水 流 的 摩 阻 力 Ft 相等 。 底 坡 的 加 大 将 
改变 流动 方向 的 重力 分 量 从 而 使 流动 速度 增加 ,而 流速 的 增加 将 
使 阻力 Fi 增加 ,从 而 可 达到 一 个 新 的 平衡 。 长 直 渠 道中 明 构 流动 
总 是 以 均匀 流 作 为 流动 演变 的 目标 ,但 是 真正 实现 均匀 流动 往往 
是 很 困难 的 。 明 槽 均匀 流 是 明 醒 流动 中 最 简单 .最 典型 的 流动 ,而 
且 它 是 非 均匀 流动 分 析 与 计算 的 基础 ,因此 也 是 一 种 最 重要 的 流 
动 型 式 。 明 槽 均匀 流动 都 是 恒定 的 。 
明 权 均匀 流 的 基本 公式 是 如 下 的 连续 方程 与 谢 才 公式 : 
QQ 一 Ar (9-43) 
v= CVRJ (9-44) 
式 中 : Q 为 断面 流量 ;A 为 过 水 断面 面积 ;wv 为 断面 平均 流速 ;C 为 
谢 才 系数 (Chézy coefficient) ;R 为 水 力 半径 。 工 程 中 常 把 明 槽 均 
可 流动 中 的 水 次 称 为 正常 水 深 (Cnormal depth), 以 h。 表示。 相应 
的 过 水 断面 面积 为 A ,水力 半径 为 民 ,, 谢 才 系 数 为 Co, 又 因 了 一 :， 
所 以 明 模 均匀 流 的 流量 公式 为 
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Q 一 AoCo Vv Ko (9-45) 
谢 才 系数 通常 及 用 曼 守 公式 (Manning formula) 确定 , 即 


~R: (9-46) 
式 中 的 n 为 烛 率 也 称 粗 糙 系 数 , 它 是 反映 壁面 粗糙 情况 的 一 个 系 
数 。n 全 一 般 根 据 勾 面 情 况 选 用 ,但 对 于 天 然 河流 由 于 河床 断面 的 
不 规则 ,组 成 河床 材料 的 大 小 与 材质 不 同 , 河 道 的 弯曲 和 河滩 的 覆盖 
情况 (有 无 树木 、 杂 草 等 ) 的 不 同 ,n 的 选择 很 困难 ,多 是 通过 实地 测验 
得 到 。 表 9-1 给 出 了 一 些 n 的 参考 数值 供 选用 。 


表 9-1 粗糙 系数 产 ” 


( ”一 


序号 边界 种 类 及 状况 一 
仔细 刨 光 的 木板 ,新 制 的 清洁 的 生铁 和 铸铁 |。 ，， | 。。 
管 ,铺设 平整 , 接 颖 光滑 
未 蚀 光 的 但 连接 很 好 的 木板 ,正常 情况 下 的 |，，，。| 。。。 
给 水 管 , 极 清洁 的 排水 管 ,很 光滑 的 混凝土 面 
正常 情况 下 的 排水 管 , 略 有 污秽 的 给 水 管 ， 
4 | 很 好 的 夸大 6.9 
污秽 的 给 水 和 排水 管 , 一般 的 混凝土 面 ,一 
“′ | 般 的 砖 形 ou | ns 
. 陈旧 的 夸 彻 面 , 相 当 粗糙 的 混凝土 面 ,光滑 、| ，，i，| 。。 。 
仔细 开 控 的 岩石 面 
。 坚实 粘土 中 的 土 渠 ,有 不 连续 淤泥 层 的 黄土 | os| ，， ， 
或 砂砾 石 中 的 土 渠 ,维修 良好 的 大 土 渠 
一 般 的 大 土 渠 , 情 况 良好 的 小 土 渠 , 情 况 极 
7 其 良好 的 天 然 河流 (河床 清洁 顺 直 ,水 流通 畅 , 没 10.025 | 40.0 
有 浅滩 深 槽 ) 
， 情况 较 坏 的 土 渠 ( 如 有 部 分 地 区 的 杂 草 或 礁 | is | 。。，。 


石 , 部 分 的 岸 坡 倒 塌 等 ) ,情况 良好 的 天 然 河 流 


边界 种 类 及 状况 


妆 
Ji 


情况 极 坏 的 土 浇 (前 面 不 规则 ,有 条 更 、 块 
9 | 石 \ 水 流 不 畅 等 ), 情 况 比 较 民 好 的 天 然 订 流 ,但 10.035 
有 不 多 的 块 石和 野草 


情况 特别 不 好 的 土 梁 ( 深 权 或 浅滩 , 杀 草 众 
多 , 洪 底 有 大 块 石 等 ), 情 况 不 其 良好 的 天 然 河 流 
(野草 . 块 石 较 多 ,河床 不 其 规则 而 有 膏 曲 ,有 不 
少 的 倒塌 和 深 潭 等 处 ) 


9. 3.2 临 界 底 坡 


当 杰 柱 形 明 模 的 形状 . 矿 才 及 壁面 粗糙 情况 一 定时 , 模 中 通过 
的 流量 Q 也 不 随时 间 改 变 , 则 正常 ho 
水 深 h。 只 是 槽 底 纵 坡 i 的 隐 数 .如 
图 9-11 所 示 。 愤 坡 i 越 大 则 正常 
水 深 h, 越 小 。 当 正常 水 深 ,恰好 ” ho=h 
等 于 该 流量 Q 相应 的 临界 水 深 ， 
时 , 则 这 个 底 坡 i 称 为 临界 底 坡 
(critical slope) ,以 符号 i. 表示。 这 


图 9-11 将 界 底 坡 ! 


时 有 
GE (9-47) 
A. _ aQ i 
人 (9-38) 
联 解 以 上 两 式 , 可 得 蜡 界 坡度 为 
?1 yt . (9-48) 


式 中 : P. 为 临界 水 深 时 的 湿 周 。 
对 于 宽 槽 忆 .B. ,因此 
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i. 二 二 (9-49) 


将 明 槽 底 坡 与 临界 底 坡 比较 ,可 判断 明 模 流动 的 流 态 。 

1<< ii ho 及。 组 流 

1 一 1 h,=h. 临界 流 

i >i1. ho 之 h. 急流 
其 中 i 过 i 的 情形 称 为 缓坡 (mild slope) 明 权 , > 则 称 为 陡坡 
(steep slope) 明 柳 。 深 权 中 的 流动 常常 由 于 各 种 边界 条 件 的 影响 
而 形成 非 均 匀 流 ,其 水 深 丸 并 不 等 于 正常 水 深 14。。 在 缓坡 上 可 能 
形成 hh. 的 急流 ,在 陡坡 上 也 可 能 出 现 h>>h. 的 缓 流 。 但 不 管 是 什 
么 流 态 ,对 于 一 个 长 直 的 楼 柱 形 烘 槽 , 非 均匀 流 总 是 趋 于 向 均匀 流转 
变 , 使 重力 在 流动 方向 的 分 量 与 床 面 摩 阻 力 达 到 平衡 。 图 9-12 中 表 


过 渡 段 ,均匀 流 ” ”过 渡 自 


(9-50) 
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示 了 缓坡 ,临界 坡 和 陡坡 明 权 中 非 均 匀 流 与 均匀 流 的 互相 转化 , 转 
化 的 过 程 表 示 为 过 滤 段 (transitory zone)。 过 滤 段 中 均 为 非 均匀 
流 。 发 生 在 临界 底 坡 明 槽 中 的 临界 流动 , 正 像 一 切 过 渡 现 象 一 样 ， 
是 一 种 不 稳定 的 流 态 ,其 水 面 呈现 流动 (但 其 平均 水 深 为 h.)。 设 
计 洪 道 时 应 尽量 避免 这 种 流动 的 出 现 。 


9.3.3 明 模 恒定 非 均匀 渐变 流动 


2. 4.4 节 曾 提 到 对 于 非 均 匀 流 动 可 能 有 两 种 情形 ; 渐变 流动 
与 急 变 流动 。 流 程 很 长 的 非 均 匀 流 动 多 数 为 渐变 流动 ; 急 变 流动 
往往 发 生 在 比较 短 的 流程 内 ,为 一 种 局 部 现象 ,例如 河 段 的 弯曲 ， 
断面 形状 与 大 小 的 急剧 变化 等 所 引起 的 流动 。 渐 变 流 动 的 水 深 沿 
明 述 长 度 方向 缓慢 变化 ,所 有 流 线 几 乎 均 平 行 于 醒 底 ,断面 上 压强 
接近 静水 压强 分 布 。 

有 关 恒 定 渐变 流动 的 理论 自 18 世纪 以 来 逐渐 发 展 成 熟 ,这 些 
理论 基于 以 下 一 些 假定 。 

盲 先 假定 在 渐变 流动 中 两 个 比较 接近 的 断面 之 间 的 水 头 损失 
与 其 断面 水 次 . 流 过 的 流量 均 相 同 的 均匀 流 断 面 间 的 水 头 损 失 相 
辣 。 因 此 均匀 流 中 的 谢 才 公式 与 曼 宁 公式 对 渐变 流 仍 适用 。 一 般 
情况 下 假定 明 槽 底 坡 很 小 ,例如 0<<6" 而 :0.1, 这 时 可 用 铅 垂 断 
面 代替 与 流 线 垂直 的 过 水 断面 而 不 致 引起 太 大 误差 ,这 时 cos0~ 
1.0。 明 权 断 面 上 的 流速 分 布 沿 程 不 变 , 并 假定 动能 修正 系数 a 均 
等 于 1.0。 

图 9-13 表示 一 展 坡 为 i 的 明 槽 中 的 渐变 流动 ,0-0 为 基准 线 ， 
任 取 符合 渐变 流动 条 件 的 过 水 断面 1-1 和 2-2, 两 者 的 间距 为 ds。 
相对 于 基准 线 0-0 ,断面 的 总 水 头 五 为 

五 一 ee 
28 


= = 十 4 十 艺 (9-51) 
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图 9-13 非 均 匀 渐 变 流 动 呈 4 
于 是 
dH _dz,dhk ,di/v _ 
ls /= 下 十 怪 十 二 (下 (9 


即 为 明 权 恒定 渐变 流动 的 基本 微分 方程 。 在 恒定 的 均匀 流动 或 渐 
变 流 动 中 总 水 头 损 失 只 考虑 摩 阻 力 所 引 起 的 流程 水 头 损失 ,因此 


总 水 头 坡度 5 与 摩 阻 坡度 (或 称 水 力 坡度 )J 相等 。 当 总 水 头 线 


沿 程 降低 时 了 为 正 ,因此 守 - 一 一 。 同 样 ;二 sin9= 一 时 。 由 谢 才 
公式 (9-44) 可 得 


2 


由 于 流速 变化 与 过 水 断面 变化 的 关系 为 "一 所 ,其 中 Q 为 常量 ， 
于 是 
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9A 


=B 
将 这 些 关 系 式 代 入 式 (9-52), 得 
Ee 
el (9-54) 
ds | Q B 
gA 


对 于 棱柱 形 明 槽 , 即 断 面 形状 及 尺寸 沿 程 不 变 的 长 直 明 槽 ,过 水 断 
面 面 积 A 只 与 水 深 A 有 关 . 所 以 守 ==0, 于 是 


dh cel 
一 一 (9=55) 
2 
ds i 
pA 
或 写 为 
一 [一 (9-56) 


由 式 (9-55) 或 式 (9-56) 可 以 分 析 不 同 底 坡 的 楼 柱 形 明 权 中 渐变 
流动 水 面 曲线 的 各 种 变化 。 明 槽 流动 中 水 面 曲 线 的 各 种 型 式 如 图 
9-14 所 示 。 

1. 正 底 坡 (i 汪 0) 的 明 醒 

根据 流量 大 小 和 覃 身 形状 . 斥 寸 .粗糙 程度 的 不 同 可 分 为 缓坡 
(< ,临界 坡 (i==i.) 及 陡坡 (i 省 i.) 三 种 情况 。 

(1) 缓坡 明 模 为 ;< , 见 图 9-14(a) 所 示 。 图 中 N-N 为 正常 
水 深 线 ,C-C 为 临界 水 深 线 。 绥 坡 明 槽 中 心 盖 六 ,所 以 N-N 线 高 
于 C-C 线 。 由 和 NN-N 线 和 C-C 线 将 流动 分 为 三 个 区 域 , 两 条 线 之 
上 为 1 区 ,两 条 线 之 间 为 2 区 ,两 条 线 之 下 为 3 区 。 必 须 指出 一 
条 连续 变化 的 水 面 曲线 一 般 只 能 在 一 个 区 内 发 生 。 


1 区 : 水 深 A>h ,水 面 曲 线 在 NEN 以 上 ,水 深 的 变化 他 可 册 


式 (9-56) 得 类 . 此 种 情况 下 h>h. ,因此 Fr < ll 一 Fr 人 >0, 式 (9-56) 
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图 9-14 明 构 渐变 流动 的 水 面 曲线 型 式 品 
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中 分 母 为 正 。 又 六 > 六 即 水 深 大 于 正和 党 水深 ,流速 小 从 而 水 头 损 
失 小 ,J<i,i 一 /之 0, 式 (9-56) 中 分 子 也 为 正 。 从 而 字 之 0, 水 深 
沿 程 增 加 ,此 时 的 水 面 曲 线 称 为 Mi 型 水 面 线 , 即 雍 水 曲线 (back- 
water curve) 。 由 式 (9-56) 还 可 看 出 : 当 h>ho, 则 J 下 i, 守 一 0 即 


水 深 沿 程 不 变 为 均匀 流 。 当 hoo 时 J 一 0,Fr 一 0, 所 以 择 一 让 单 


位 距离 中 水 深 的 增加 与 模压 的 降低 相等 ,可 见 水 面 线 为 一 水 平 线 。 
这 样 得 到 Mi 型 水 面 线 的 两 个 极限 状况 ; 一 端 以 正常 水 深浅 N-N 
为 渐 近 线 ; 男 一 问 以 水 平 线 为 浙 近 线 。 在 缓坡 河渠 中 修建 挡 水 建 
筑 物 , 抬 高 水 位 使 控制 水 深 (e 十 互 ) 超 过 相应 流量 的 正常 水 深 时 ， 
建筑 物 上 游 将 出 现 Mi 型 水 面 曲线 , 见 图 9-14(b) 。 

2 区 : ho 计 h 放 hh., 水 面 曲线 在 NN,CC 两 线 之 间 。 在 式 
(9-56) 中 , 因 有 hh 之 hh,Fr 过 1,1 一 Fr >0 所 以 分 母 为 正 ;又 因 上 二 


有 ho ,J>1,1 一 <0, 所 以 分 子 为 负 ， 因此 式 (9-56)2 -一 0 即 水 深 沿 
程 减 小 ,为 降水 曲线 (drawdown curve) M,。 它 的 一 端 以 N-N 为 
源 近 线 ; 另 一 端 当 一 h. 时 Fr 一 1, 流 态 接近 临界 流 ,只 一 ,水 


面 线 与 CC 线 正 交 。 注 意 此 处 水 深 急 剧 降 落 已 不 是 渐变 流 , 将 发 
生 由 绥 流 到 急流 的 过 渡 现 象 -一 一 水 跌 ( 详 见 下 节 )。 在 渠道 末端 车 
水 位 低 于 座 尾 的 正常 水 深 , 即 形成 M: 型 水 面 曲 线 , 见 图 9-14(b) 。 

3 区 : hh 一 ,水面 曲 线 在 GC 线 之 下 的 区 域 。 由 于 hh,， 
jisi 一 J 一 0, 所 以 式 (9-56) 的 分 子 为 负 ; 又 因 hh < 之 hh, Fr>1， 


1 一 Fy 一 0, 所 以 式 (9-56) 的 分 母 为 负 、 于 是 衬 >>0 水 深 沿 程 增加 


为 开水 曲线 Ms ,流动 为 急流 。 当 水 深 沿 程 增加 接近 有 .时 ,Fr->1， 


字 一 oo, 水 面 线 与 CC 线 正 交 。 这 里 水 深 急 剧 增 加 已 不 是 渐变 
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流 , 将 发 生 由 急流 到 缓 流 的 过 渡 现 象 一 一 水 跃 ( 详 见 下 节 )。 缓 坡 
渠道 上 曾 门 部 分 开启 时 ,可 能 发 生 Ms: 型 水 面 曲线 , 见 图 9-14(b) 。 

(2) 临界 坡 明 权 为 :一 i.. 见 图 9-14(c)。 正 常 水 深 h, 等 于 临 
界 水 深 h.,N-N 线 与 C-C 线 重合 ,内 此 只 有 在 1 区 与 3 区 中 存在 
渐变 流动 ,而 在 2 区 中 流动 只 能 是 均匀 的 临界 流动 可 称 为 C; 型 水 
面 线 ,但 一 般 不 包含 在 渐变 流动 的 水 面 曲线 类 型 中 。1 区 中 为 组 
流 的 秦 水 曲线 ,为 C 型 曲线 。3 区 中 为 急流 的 C; 型 雍 水 曲线 ， 
在 矩形 宽 模 中 这 两 条 线 均 以 水 平 线 为 其 渐 近 线 。 图 9-14(d) 示 出 
陡 闸 前 和 闸 后 出 现 的 C; ,Cs 型 雍 水 曲线 。 

(3) 陡坡 明 本 为 i>>i., 见 图 9-14(e)。 正 常 水 深 及 小 于 临界 
水 深 A.,N-N 线 位 于 C-C 线 之 下 ,流动 同样 可 分 为 三 个 区 域 。] 
区 为 9 型 效 水 曲线 ,2 区 为 9 型 降水 曲线 ,3 区 为 S$S, 型 雍 水 曲 
线 。 在 水 深 趋 近 于 正常 水 深 时 ,流动 以 均匀 流水 深 线 N-N 为 渐 近 
线 。 当 水 深 趋 近 于 临界 水 深 时 , 则 将 发 生 缓 流 到 和 急流 或 急流 到 组 
流 的 过 渡 现 象 一 一 水 跌 或 水 跃 。 水 面 线 与 临界 水 深 线 CC 垂直 。 
实例 参见 图 9-14(f)。 

2. 平底 坡 (;= 二 0) 的 明 权 

平 撒 明 模 中 重力 在 流动 方向 的 分 力 为 零 , 不 可 能 出 现 均 匀 流 ， 
只 有 临界 水 次 线 CC。 流 动 分 为 2,3 两 个 区 域 而 不 存在 1 区, 见 
图 9-14(Cg)。 对 于 平底 明 槛 , 式 (9-56) 变 为 


dh _ ~—J 
下 一 工交 (9-57) 


在 2 区 内 为 五: 型 降水 曲线 ,在 3 区 内 为 五 : 型 雍 水 曲线 。 
3. 反 坡 (<0) 的 明 模 
反 坡 明 覃 中 同样 不 可 能 形成 均匀 流 , 只 有 临界 水 深 线 GCC。 
流动 在 2 区 内 为 A; 型 降水 曲线 而 在 3 区 内 为 A; 型 雍 水 曲线 。 
由 以 上 分 析 可 见 , 在 各 种 不 同 坡度 的 情况 下 水 面 曲 线 共 有 12 
种 型 式 .它们 之 间 有 很 多 共同 的 特点 。 水 面 曲 线 的 有 具体 计算 方法 
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可 参阅 专业 书籍 。 
9.4 了 明 梯 水 流 运 动 中 两 种 流 态 的 过 渡 


由 上 节 可 知 明 权 流 动 中 常常 发 生 流 态 的 过 渡 , 包 括 由 缓 流 问 
急流 的 过 滤 一 一 水 跌 和 由 急流 问 绥 流 的 过 渡 一 一 水 路 。 过 渡 现 象 
一 般 部 发 生 在 较 短 的 流程 内 ,水 流 的 水 面 和 流速 分 布 都 有 急剧 的 、 
变化 ,属于 急 变 流动 。 急 变 流动 中 流动 结构 在 短 距 离 内 发 生 急 剧 
的 变化 ,表现 为 流速 分 布 的 重新 调整 和 流速 的 强烈 脉动 ,有 时 主流 
边界 分 离 而 形成 回流 区 的 洲 深 。 由 于 流 线 有 较 大 曲率 ,离心 惯 
性 力 不 能 忽略 从 而 过 水 断面 上 压强 不 再 符合 静水 压强 分 布 的 规 
律 。 由 于 这 种 水 力 现象 发 生 在 较 短 距离 内 因而 沿 程 摩 阻 损失 可 以 
忽略 ,但 是 局 部 水 头 损失 往往 丐 大。 流 态 的 过 渡 现 象 可 以 用 来 解 
决 某 些 工程 中 的 问题 。 


9.4.1 由 绥 流 到 和 急流 的 过 渡 一 一 水 跌 


缓 泊 状 态 的 明 覃 水 流 , 当 下游 权 身 断面 形状 突然 改变 或 槽 底 坡 
突然 变 为 陡坡 (> 大 ) ,这 时 水 面 将 急剧 降落 ,水 流 以 临界 流 状 态 通 
过 这 个 突然 改变 的 断面 ,转变 为 急流 。 这 种 从 组 流向 急流 过 渡 的 局 
部 水 力 现象 称 为 “水 跌 ”(hydraulic drop)。 图 9-15(a) 表 示 缓 坡 渠 道 
中 跌 坎 处 发 生 的 水 跌 现 象 。 缓 坡 明 模 中原 系 均匀 流动 ,水 深 为 h， 
水 面 线 N-N 和 总 水 头 线 五 五 与 底 坡 线 平行 。 水 流行 至 DD 处 突然 
出 现 了 跌 坎 ,意味 着 在 万 点 下 游 突 然 失 去 了 原来 承 托 水 流 的 槽 壁 压 
力 及 壁面 对 水 流 的 阻力 ,显著 改变 了 跌 坎 断面 上 水 流 的 受 力 条 件 ， 
使 重力 的 主导 作用 得 到 充分 发 挥 。 重 力 将 跌 放 上 水 流 的 势能 转变 
为 动能 ,使 水 流 成 为 加 速 流动 ,并 使 水 面 尽 可 能 地 向 下 降落 。DPDD 点 
上 游 的 水 流 将 由 均匀 流动 转变 为 图 9-14(b) 中 的 AM 水 面 曲线 。 

图 9-15(b) 中 绘 出 了 DD 点 过 水 断 面 的 比 能 曲线 ,以 DD 点 槽 底 
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图 9-15 水 跌 王 - 


为 基准 线 。 曲 线 上 O 点 表示 明 权 中 原 为 组 流 均匀 流 的 情况 ,水深 
hu 。 当 水 流 加 速 ,水 次 减 小 时 ,断面 单位 能 量 将 在 比 能 曲线 上 由 0 
点 同 C 点 移动 。 显 然 ,在 重力 作用 下 坎 上 水 面 最 低 只 能 降 到 CC 
点 , 即 水 流 断 面 比 能 为 最 小 的 临界 情况 (因为 如 继续 降低 , 则 转换 
为 急流 状态 ,断面 比 能 反而 增加 ,这 是 不 可 能 的 )。 如 果 取 0 -0 为 
基准 线 以 研究 沿 流程 各 断面 的 能 量变 化 , 则 在 D 断面 处 总 水 涉 达 
到 最 小 值 .Hp 二 Hi 二 Fwin。 所 以 在 已 知 流 量 下 跌 坎 处 的 极限 水 
深 是 断面 比 能 最 小 的 临界 水 深 A.。 

但 是 ,由 于 跌 坎 断面 处 所 发 生 的 水 力 现象 已 不 是 渐变 流 而 是 
急 变 流 , 流 线 的 曲率 较 大 ,过 水 断面 上 的 压强 分 布 已 不 符合 静水 压 
强 分 布 , 必 须 考 虑 离心 力 的 作用 ,水 深 4 已 不 能 代表 断面 上 的 平均 
单位 势能 。 所 以 跌 坎 处 的 临界 水 深 与 式 (9-38)、 式 (9-39) 在 均 勾 
流 或 渐变 流 中 得 到 的 临界 水 深 在 数值 上 应 有 差别 ,但 其 物理 内 涵 
则 没有 本 质 的 差别 。 可 以 把 均匀 流 比 能 公式 作 以 下 修正 : 


E=Bh + 罕 - 
式 (9-58) 为 急 变 流 的 比 能 公式 。 系 数 8 反映 了 考虑 离心 惯性 力 后 
压强 不 再 是 静 压 分 布 而 对 断面 平均 单位 重量 水 体 的 势能 所 作 的 修 
正 。 由 2.4.4 节 可 知 : 这 里 的 水 面 线 为 凸 曲 线 ,8 二 1. 0; 当 流 线 为 
弯曲 下 四 时 , 则 8>>1. 90。 
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(9-58) 


由 于 跌 坎 DD 处 8 二 1.0, 肉 此 该 处 的 临界 水 深 hi 必 小 于 均匀 
流 临 界 水 深 4.。 比 能 曲线 应 与 图 9-15(b) 有 所 不 同 。 由 实验 得 
知 : 有 .二 1. 4h。 ,而 hi 值 的 水 深 发 生 在 坟 端 上 游 , 离 坎 端 (3 一 4 及 
的 位 置 。 

跌 坎 可 以 理解 为 明 横 底 坡 在 跌 坎 D 处 突然 变 为 无 穷 大 ., 即 
i 二 00 的 情况 。 当 DD 点 处 底 坡 由 缓坡 (i 一 i) 变 为 陡坡 (i 这 1) 时， 
也 会 发 生 由 缓 流 到 急流 的 过 渡 现 
象 ,水 面 急剧 跌 沙 , 披 度 转折 的 也 
点 为 临界 流动 断面 ,如 图 9-16 所 
不 。 在 进行 水 面 曲 线 计算 时 ,这 
种 能 够 形成 临界 流动 的 突变 断面 图 9-16 跌 坎 水 流下 
可 以 作为 控制 新 面 。 

卉 (weir) 流 是 利用 水 跌 现 象 的 实例 ,在 工程 中 有 广泛 的 用 途 ，。 
堰 项 洪流 (Coverflow through weirs) 的 水 流 情况 视 卉 项 厚度 6 与 起 
上 水 头 Chead on crest) 互 的 比值 而 变化 ,但 其 流动 的 基本 特征 却 
是 一 样 的 。 由 于 贷 堰 挡 水 , 塌 上 游 水 次 增加 。 当 水 流 趋 近 措 项 时 
流 股 断面 收缩 ,动能 增加 而 势能 减 小 ,水 面 明显 下 降 , 而 在 卉 项 会 
出 现 临 界 流 动 断面 。 卉 流 中 起 主要 作用 的 力 是 重力 ,但 由 于 卉 项 
水 流 流 速 变化 人 , 流 线 弯 曲 ,惯性 力也 较为 显 者 。 粘 性 的 作用 主要 
反映 在 局 部 水 头 损失 中 ,固体 边界 的 粘性 阻力 作用 对 流动 的 影 呆 
可 以 忽略 ,因此 卉 流 可 以 作为 理想 流体 的 有 势 流动 来 分 析 。 

以 图 9-17 所 示 的 流 经 湾 壁 扰 (sharp-crested weir) 的 流动 为 
例 。 由 平面 势 流 理论 可 绘 出 流 网 ,从 而 计算 流速 及 压强 的 分 布 。 
所 谓 薄 壁 卉 是 指 卉 墙 的 厚度 小 于 卉 上 水 涉 石 的 67%, 即 
0 一 0. 67 互 .图 9-18 表示 出 因 重 力作 用 使 自由 水 面 降落 的 范围 限 
于 堰 壁 上 游离 堰 壁 (3 一 4) 互 的 距离 内 。 措 上 水 头 驶 是 指 在 震 壁 
圭 游 离 堰 壁 (3 一 4) 责 处 由 措 项 到 水 面 的 距离 。 由 实验 量 测 得 到 : 
贴近 堰 壁 的 流 线 绕 过 卉 项 因 惯性 脱离 卉 项 辐 上 弯曲 至 水 天 下 缘 的 
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图 9-17 薄 壁 卉 溢 流 的 典型 流 网 1 
最 禹 点 ,然后 因 重 力作 用 而 向 下 流动 ,水 身 下 缘 与 堰 顶 在 同一 高 度 
的 点 至 扰 上 游 壁 面 的 水 平 距 离 为 0.67 五 , 见 图 9-18。 这 表明 将 壁 
堰 6 和 0.67 五 的 意思 就 是 表示 水 天 的 下 缘 不 会 碰 到 堰 墙 ,说 明 堰 
墙 对 洲 流 无 影响 。 


4 详 图 


图 9-18 薄 壁 卉 溢 流 1 
堰 流 的 主要 问题 是 过 水 能 力 的 问题 ,也 就 是 要 建立 各 种 堰 型 
的 湾流 量 与 摄 上 水 头 的 关系 ,可 以 由 热流 理论 推 求 得 到 。 但 工程 
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中 应 用 的 是 如 下 说 明 的 总 流 分 析 方 法 。 以 堰 顶 A 的 高 程 为 基准 ， 
对 过 水 断面 0-0( 即 卉 壁 上 游离 堰 壁 3H 处, 量 取 堰 上 水 头 的 断 
面 ) 及 断面 1-1 写 伯 努 利 方程 。 断 面 1-1 中 与 堰 顶 高 程 相同 的 点 ， 
该 处 流 线 已 接近 平行 ,为 渐变 流 断 面 但 断面 内 各 点 压强 并 不 全 等 
于 水 舌 外 缘 的 大 气压 强 ( 相 对 压强 为 零 ) 。 假 定 1-1 断面 平均 压强 


为 (全 ) , 则 


y 


H+ 名 交 一 ( 备 ) 十 国王 二 和 下 
SS 


? /m 


式 中 : vo ,wn 分 别 为 0-0,1-1 断面 的 平均 流速 :ao ,al 为 相应 断面 
的 动能 修正 系数 ;5 为 局 部 水 头 损 失 系 数 。 令 


2 
H,=H+S, 9g= es (2) =éH, 
s al 十 总 /mm 


则 
w=p9v2gHo(l—é) 


设 断 面 1-1 水 下 厚度 为 & 瑟 ,,2 为 堰 顶 宽度 , 则 堰 顶 溢 流 的 流量 
Q 为 


= (9-59) 
令 1 一 RDV1 一 有 
则 Q=mov2gHi (9-60) 


m 称 为 流量 系数 (discharge coetficient), 它 反映 了 水 股 的 收缩 程 
度 (&) 和 水 头 损 失 (9) 及 水 股 中 的 压强 分 布 (人 ,kk 和 9 及 都 是 随 
摄 的 几何 边界 条 件 而 变化 的 。 因 此 对 于 各 种 类 型 的 堰 ,其 流量 系 
数 mm 均 不 同 , 但 流量 公式 的 型 式 却 是 一 致 的 。T 程 中 有 时 卉 下 游 
水 位 较 高 ,淹没 了 震 顶 .改变 了 堰 顶 的 临界 流动 状态 ,对 水 流 的 下 
泄 形成 遏 阻 的 作用 ,从 而 可 能 降低 过 水 能 力 。 或 者 有 时 堰 顶 过 流 
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的 宽度 小 于 上 游 来 流 的 水 面 宽 度 , 使 过 卉 水 流 侧 边 发 生 收 缩 , 减 小 
过 流 宽 度 ,增加 局 部 水 头 损 失 , 也 会 降低 过 水 能 力 , 这 些 情况 可 参 
考 工 程 水 力学 有 关 书 籍 。 


如 将 趋 近 流 速水 涉 (approaching velocity head) -3 的 影 啊 包 
含 在 流量 系数 中 , 则 式 (9-60) 可 与 为 


Q=mbvViaH’ (9-61) 
mo 是 新 的 流量 系数 。 使 用 此 公式 则 只 要 量 测 卉 上 水 涉 百 即 能 计 
算 溢 流量。 流量 系数 需 通 过 实验 确定 ,和 窍 形 洲 辟 卉 流量 系数 rm 
多 采用 巴 赞 (BazinH. E. ) 经 验 人 公式, 该 公式 为 


(9-62) 


117 一 (°: 405 二 一 地)| Fr) | 


1+0.55| 


式 中 ; “反映 表面 张力 的 作用 ; 方 括号 内 反映 趋 近 流 速水 头 


的 影响 ;页 以 米 (m) 计 。 

式 (9-62) 适 用 范围 为 五 0. 1 一 0. 6m, 堰 宽 56=0.2 一 2. 0m 
及 五 2P 的 情况 CP 为 上 游 堰 高 )。 系 数 误 善 在 1%% 左 右 。 还 有 
其 他 经 验 公 式 可 资 选用 ,不 一 一 细 述 


9. 4.2 由 急流 到 缓 流 的 过 渡 一 一 水 跃 


明 模 水 流 中 当 水 流 由 急流 状态 过 渡 到 缓 流 状 态 时 ,水 面 将 突 
然 距 起 , 开 在 水 面 形成 旋 深 或 波浪 ,这 种 局 部 水 力 现 象 称 为 水 区 
(hydraulic jump)。 闸 底 出 流 的 下 游 、 洲 流 坎 的 底部 以 及 陡坡 明 村 
坡度 突然 变 缓 处 都 会 发 生 水 蹊 现象 。 工 程 中 常 利用 水 跃 作为 消 能 
措施 。 

对 水 跃进 行 试 验 人 研究 , 最初 是 由 意大利 人 玫 丹 (Giorgio 
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Bidone) 于 1818 年 完成 的 2 。 百 余年 来 很 多 学 者 在 水 路 的 研究 
中 做 了 大 量 工 作 , 在 理论 方面 和 实用 上 都 得 到 丰富 的 成 果 。 

图 9-19 表示 实验 室 玻 璃 水 槽 中 平板 闸门 下 出 流 所 形成 的 一 
个 完整 水 跃 。 阅 门 出 流 为 急流 ,下 游 为 缓 流 。 由 图 可 以 看 出 水 跃 
区 的 水 流 可 以 分 为 两 部 分 : 上 部 是 急流 冲 人 组 流 所 激 起 的 表面 水 
滚 , 回 诈 翻 腾 ,他 挫 空 气 ; 表 面 水 滚 下 面 则 是 断面 逐渐 扩 深 和 流速 
由 大 变 小 的 主流 。 主 流 与 水 深 的 交界 面 亲 动 挫 混 极为 强烈 ,不 断 
进行 质量 交换 。 在 确定 水 路 区 的 范围 时 ,通常 将 表面 水 滚 的 前 端 
称 为 路 首 或 路 前 断面 ,该 断面 水 深 1’ 称 为 路 前 水 深 (initial 
depth)。 表 面 水 深 的 末端 称 为 路 尾 或 路 后 断面 ,该 断面 水 深 必 称 
为 跃 后 水 次 (sequent depth)。 跃 前 水 深 与 跃 后 水 深 之 差 称 为 跃 高 
(height of jump)。 跃 前 有 乒 后 两 断面 之 间 的 距离 称 为 水 跃 长度 
(length of jump)., 茎 前 水 深 与 牙 后 水 深 存在 一 定 的 关系 ,所 以 称 
为 共 斩 水 深 (conjugate depths)， 


IK 


表面 水 滚 


水 跃 区 


图 9-19 水 跃 现象 1 


QD Giorgio Bidone; Observations sur le hauteur du ressaut hydraulique en 1818 
《Observations on the height of the hydraulic jump in 1818), a report presented at the 
Dec. 12, 1819, meeting of the Royal Academy of Science of Turin and later incorporat- 
ed as a part of HW, 21~80 

OD Gorgio Bidone: Expériences sur le remous et la propagation des ondes (Ex- 
periments on backwater and the propagation of waves), Memorie della Reale Acca- 


demia delle Scienze di Torino, Turin, 1820, vol. 25. 21~112 
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平底 坡 明 档 中 的 水 牙 可 根据 其 芭 前 断面 水 流 弗 区 德 数 Fr 而 
分 为 以 下 五 种 类 型 ( 见 图 9-20 所 示 ) : 

(1) 波状 水 跃 (undular jump) 当 Fr 二 1.0 为 临界 流动 , 自 
然 不 会 有 水 路 形 成 。 当 Fr 二 1~1.7 时 ,水 面 发 生 波动 从 而 将 这 
一 类 水 路 称 为 波状 水 路 ,如 图 9-20(a)。 


FP TT TT PT TIT TT TT 
(a) 下 =1~1.7 ”波状 水 跃 


~ 


(b) I=1.7~2.5 薪水 跃 


一 EE ~ ~ er ~ 
(0c) 下 =2.5~4.5 摆动 水 跃 


(d) 局 =4.5~9.0 ”稳定 水 跃 


D> ~ 
一 一 一 
一 一 


一 


7 
(e) Fi > 90 强 水 跃 


图 9-20 水 跃 类 型 i 


(2) 虹 水 跃 Cweak jump) ” 当 Fr 一 1.7 一 2.5 时 ,水 跃 表面 产 
生 一 系列 小 的 旋 深 而 路 后 水 面 比较 平稳 光滑 , 称 为 弱 水 跃 。 消 能 
效果 较 小 , 消 能 效率 一 般 小 于 20%，。 
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(3) 摆动 水 跃 (oscillating jump) ” 当 Fr 二 2.5~4.5 时 有 皖 
动 射 流 进 入 水 唉 底部 并 向 上 第 升 ,这 是 一 种 则 积 现 象 。 这 种 现象 
没有 周期 性 , 它 产 生 大 的 波浪 可 以 在 渠道 中 向 下 游 传播 数 公 里 之 
远 并 可 造成 两 岸 土 堤 的 损坏 。 它 的 消 能 效率 为 20% 一 45%。 

(4) 稳定 水 跃 (steady jump) 当 Fr 二 4.5 一 9.0 时 ,形成 一 
种 民 好 稳定 的 水 路 。 唆 前 跃 后 断面 的 位 置 比较 稳定 ,对 尾 水 位 的 
变化 并 不 太 敏 感 。 距 后 下 游 水 面 比 较 平 稳 。 消 能 效率 比较 高 ,可 
达 45% 一 70%，。 

(5) 织 水 路 (strong jump) 当 下 rr 盖 9.0 此 种 情况 下 ,高 速射 流 
挟 市 间 欢 发 生 的 水 团 不 断 深 向 下 游 ,在 下 游 产 生 较 大 的 水 面 波动 。 
消 能 效率 可 高 达 852% 。 

为 说 明 水 跃 现象 的 一 些 基本 特征 ,本 章 中 将 对 平底 矩形 宽敞 
明 权 中 发 生 的 自由 水 跃进 行 研究 。 有 关 水 路 的 其 他 情况 例如 斜坡 
上 的 水 路 ,其 他 各 种 形状 明 槽 中 的 水 路 ,各 种 消 能 附属 建筑 物 ( 如 
齿 坎 \、 消 力 墩 ) 存 在 情况 下 的 水 路 等 可 参考 工程 有 关 书 籍 。 

平底 和 窍 形 宽 权 中 不 计 两 侧 边 墙 的 影响 ,可 以 作为 二 维 问题 分 
析 。 明 权 中 不 设置 任何 障碍 物 , 单 纯 由 下 游 水 深 形 成 的 水 跃 称 为 
目 由 水 跃 , 如 图 9-21 所 示 。 设 发 生 水 跃 时 流量 为 Q, 此 时 跃 前 在 


0 深 为 A ,断面 平均 流速 为 v ,断面 2-2 为 跃 后 断 
,水 深 为 pr, 断 面 平均 流速 为 v ,水 路 长 度 为 /;。 应 用 恒定 总 流 
最 广 和 垃 (9 24) 沿 流动 方 同 为 ;, 这 个 方 和 同上 作用 力 有 : 路 
前 、 跃 后 两 个 断面 上 的 水 压力 Pi,P;，; 及 作为 面积 力 的 摩擦 阻力 
天, 而 体积 i 力 有 重力 在 流动 方 回 的 分 力 Gsin9, 因 此 动量 方程 式 为 
oOQ(aov — Aa) = PI— P,+Gsing—F, (9-63) 
假设 水 流 与 权 辟 及 槽 底 的 粘性 摩擦 阻力 可 以 名 略 不 计 , 则 Fj 守 0， 
茎 前 与 牙 后 断面 动量 修正 系数 a 二 0; 二 @ ,路 前 与 跃 后 断面 处 均 
为 渐变 流动 ,因而 断面 上 为 静水 压强 分 布 , 对 于 平底 明 权 sin0=0， 
式 (9-63) 写 为 


2 Qu _v)=P,-P, (9-64) 
由 于 已 一 Yye A ‘P; = 7Yy., AAA: ,其 中 Ye 和 ye。 分 别 表 示 两 断面 1 -1 
和 2-2 的 形 心 在 水 下 的 次 度 ,A 和 A, 为 两 断面 的 过 水 面积 ,又 
wm 一 是 , 坟 一 站 ,因而 式 (9-64) 可 写 为 


Al 
a -十 ys A, = = 2 -二 ye A (9-65) 


二 (9.65) 为 平话 棋 特 下 明 梓 中 的 六 开放 程 。 它 说明 在 水 鼎 区 内 ， 
单位 时 间 内 流入 跃 前 断面 的 动量 和 该 断面 上 动 水 总 压力 之 和 与 单 
位 时 间 内 流出 路 后 汤面 的 动量 和 该 断面 上 动 水 总 压力 之 和 相等 。 
A 和 y. 都 是 水 深 产 的 函数 ,所 以 当 Q 


给 定 , (和 全 十 YA) 也 只 是 水 深 的 函数 , 妈 

+ yA = 了 (有 (9-66) 
J(h) 称 为 水 跃 隆 数 。 水 路 的 共 思 e 水 深 为 ,hr 。 所 以 

J(hR) = Th) (9-67) 


式 (9-67) 说 明 对 于 某 一 流量 Q@ 存在 两 个 具有 共同 水 牙 隆 数 的 水 
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深 , 即 为 共 斩 水 深 。 可 绘制 相应 茶 一 流量 的 棱柱 形 明 横 的 水 路 曙 
数 曲 线 如 图 9-21(c) 所 示 。 当 9， -0 可 得 JJ 一 Jan 时 ,有 
xuQ 有 
J (9 We 
式 中 的 B 为 水 面 宽度 。 如 假设 wm ==a, 则 此 式 说 明 当 水 路 钠 数 
J (hn) 为 最 小 值 时 ,水 深 为 临界 水 次 ， mn C 点 所 示 。 水 跃 限 数 


曲线 以 C 点 为 界 分 为 上 下 两 文 ， 上 支 所 >0, J 有 ) 相 应 为 缓 流 中 的 


水 了 唉 函数 ,下 支 立 0,7(h) 相 应 为 急流 中 的 水 路 函数 。 当 已 知 共 


固 水 深 之 一 ,如 有 时 ,在 该 水 深 处 作 水 平 线 交 J(h) 曲 线 于 一 文 上 
的 M 点 得 相应 水 跃 函数 J(h) 值 , 自 M 点 作 平 行 h 轴 的 直线 与 
Ji) 曲线 的 另 一 支 交 于 N 点 ,此 点 的 水 深 即 疡 。 用 同样 的 方法 可 
由 万 求 有 ， 

在 图 9-21(a) 中 还 绘 出 了 比 能 曲线 。 这 里 由 于 是 平底 楼 柱 形 
明 槽 ,各 个 不 同 断 面 的 断面 最 低 点 高 程 是 相同 的 ,各 个 断面 的 比 能 
曲线 也 是 相同 的 ,因此 图 中 的 比 能 曲线 对 于 路 前 断面 和 路 后 断面 
均 适 用 。 由 图 看 出 在 跃 前 断面 水 深 为 h ,相应 的 断面 比 能 为 E)， 
而 相应 跃 后 断面 的 水 深 为 及 , 比 能 为 Ei ,Ei 一 Ei 二 AE 即 为 通过 
水 跃 消减 的 能 量 。 相 应 于 Ei 的 缓 流 中 水 深 Ao 不 可 能 在 既 后 
出 现 。 

类 似 断 面 比 能 的 概念 也 可 将 水 跃 函数 J(h) 称 为 断面 比 力 
(specific force)‘?。 但 是 断面 比 力 曲线 中 对 于 相同 比 力 而 得 到 的 
两 个 水 深 是 指 两 个 不 同 断 面 中 的 水 深 , 这 一 点 与 比 能 曲线 不 同 。 
应 用 水 路 函数 (或 比 力 ) 曲 线 的 优点 在 于 不 必 知 道 水 路 的 能 量 耗 
损 ,而 直接 得 到 共 罗 水 深 。 需 要 注意 的 是 : 在 推导 过 程 中 由 于 应 
用 的 是 平底 明 槽 在 很 短 的 距离 内 的 两 个 断面 ,因而 忽略 了 重力 友 
摩擦 阻力 的 作用 ,否则 问题 将 变 得 复杂 。 
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当 楼 柱 形 明 模 为 矩形 宽 槽 , 单 宽 流 量 二 他 ,6 为 槽 宽 , 过 水 断 


面 面 积 和 A=b4, 形 心 高 度 y. 一 分 。 将 这 些 关系 代 和 人 式 (9-65)， 


可 得 

解 此 式 可 得 
h” 一 S| 1 十 区 一 1 (9-69) 
h” = | 1 十 3 -1 (9-70) 


当 得 知 共 思 水 深 中 的 一 个 可 求 另 一 个 水 深 。 因 之 名 Fr 


aod- vy ' 
i = Fr;,， 所 以 


hp 一 (VI — 1) (9-71) 
六 一 Vito 1) (9-72) 


Fr, 和 Fr; 分 别 为 路 前 和 路 后 断面 水 流 的 弗 劳 德 数 。 由 式 可 见 
水 唉 的 共 思 e 水 深 比方 主要 决定 于 路 前 断面 急流 的 弗 劳 德 数 Fx， 


Fr 越 大 ,也 就 是 说 跃 前 急流 的 动能 与 势能 的 比值 越 大 则 形成 水 
吹 所 尖 要 的 跃 后 水 深 与 史前 水 次 的 比值 也 越 大 。 式 (9-?1) 的 自 
由 水 茎 公式 得 到 实验 的 验证 ,如 图 9-22 所 示 。 

由 急流 过 渡 到 缓 流 的 流 段 的 长 度 即 水 茎 长 度 的 确定 ,由 于 现 
象 复 杂 虽 有 一 些 理论 分 析 但 仍 无 成 熟 的 结果 ,因此 通常 靠 试验 确 
定 。 下 面 给 出 几 个 不 同型 式 的 计算 公式 以 资 参考 。 
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四 测 因 多 
xs 0 二 HH 
上 OT 

ST 

币 面 一 面 本 面 别 面 醒 可 泛 于 看 本 副本 
SOT 
i 


GB 
Ea 呈 面 喝 商 画 


图 9-22 二 维 自由 水 跃 [i 
(1) 以 茎 后 水 深 表 示 的 公式 如 


1;=6.1h 9 (9-73) 
(2) 以 路 高 (4h 一 六) 表示 的 公式 如 
/一 6.9(j —h')® (9-74) 


D Hydraulc Design of stilling Basins and Energy Dissipators. U.S. Department 
of the Interior, Bureau of Reclamation. 1963 
DD Elevatorski E A. Hydraulic Energy Dissipators. 1959 
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(3) 包含 路 前 弗 劳 德 数 Er 的 公式 如 
1;=9.4(Fr,—1)h 9 (9-75) 
[;=10.3(Fr—1)°3h® (9-76) 
式 (9-76) 适 用 于 Fr 较 小 的 范围 如 Fr 二 4.5。 


9.5 组 流 与 急流 中 的 弯 道 水 流 


在 明 流 洪 遭 设计 中 或 在 天 然 河 流 中 常会 遇 到 弯 道 水 流 。 弯 道 
水 流 以 其 流 线 弯 曲 且 曲率 较 大 ,都 是 急 恋 流 动 。 缓 流 与 急流 的 弯 
道 水 流 又 各 有 其 不 同 的 特点 。 由 于 流 线 的 曲率 而 产生 离心 惯性 
力 , 从 而 在 弯 遭 水流 中 产生 中 岸 水 面 较 凸 岸 水 面 高 的 水 面 超 高 
(super elevation)。 弯 道 的 横 灯 面 上 产生 断面 环流 ,并 形成 渠道 中 
的 螺旋 流动 (spiral flow)。 缓 流 弯 道中 水 面 变 化 比较 平缓 ,水 面 
超 高 较 小 ;急流 弯 道 中 将 出 现 冲击 波 ,水 面 变化 剧烈 ,产生 更 大 的 
水 面 超 高 。 


9.5.1 绥 流 弯 道 水 流 


1. 弯 道 中 的 水 头 变化 

图 9-23 所 示 明 构 中 的 AB 段 为 一 弯 道 (bend), 设 上 下 游 与 弯 
道 相 切 的 直 段 明 槽 均 有 足够 长 度 , 因 此 远 处 都 是 均匀 流动 。 对 于 
弯 记 上 游 流 动 而 言 , 当 流动 为 缓 流 状态 , 弯 道 在 明 槽 中 的 作用 与 任 
何 明 覃 中 的 其 他 障碍 物 ,例如 堰 、 毅 一样 会 使 上 游 水 位 诗 高 ,形成 
AM 型 歼 水 曲线 。A 点 处 水 面 升 高 设 为 Ah4。 上 游 水 面 抬 高 后 由 于 
过 水 断面 扩大 ,流速 降低 ,从 而 沿 程 摩 阻 损失 减 小 。 但 因明 槽 底 坡 
并 未 改变 ,因此 由 重力 提供 的 能 量 并 未 改变 ,从 而 使 能 量 有 所 有 盘 


中 陈 椿 庭 . 平底 水 槽 二 元 水 跃 长 度 公 式 的 比较 . 水 利水 电 技 术 ,1964 
四 切 尔 托 乌 索 夫 M. 及 . 水 力学 专门 教程 (中 译本 )，1958 
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一 总 水 头绪 
~ 一 一 人 人 人 
i<ic Ah 3 水 面 线 一 一 临 痉 
B | 月 ， 水 深 线 


图 9-23 索道 水 流 '+ 

余 ,在 缓 流 中 能 量 的 盘 余 表现 为 水 面 的 升 高 。A 点 处 断面 能 量 较 之 
均匀 流 情况 增加 为 Ah, ,增加 的 这 部 分 能 量 将 主要 损失 在 弯 道 水 流 
中 , 另 有 小 部 分 损失 在 弯 道 下 游 的 水 流 调整 段 BB 中 。 从 而 维持 了 
整个 明 权 中 能 量 的 平衡 。 经 过 调整 段 BB ,水 流 回 复 为 下 游 明 槽 中 
的 均匀 流动 ,重力 给 予 水 流 的 能 量 与 摩 阻 损失 的 能 量 达 到 新 的 平 
衡 。 正 党 水 涤 为 ho , 总 水 头 线 . 水面 线 导 撒 坡 线 三 者 互相 平行 。 弯 
道中 的 水 头 损 失 是 由 于 存在 断面 环流 , 较 大 流速 靠近 止 岸 ,受到 河 
床 的 阻力 较 直 段 大 ,而 在 弯 道 凸 岸 水 流 有 脱离 ,下游 产 生 洲 涡 。 

由 明 槽 断面 比 能 曲线 图 9-8 可 以 看 出 :在 代表 缓 流 的 曲线 上 


支 是 中 >>1. 0, 所 以 为 了 得 到 Ah 的 水 头 必 须 使 该 断面 水 深 升 高 
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一 个 更 大 的 数值 Ah, 即 Ah 盖 Ah , 见 图 9-23(a)。 对 于 急流 弯 道 ， 
如 图 9-23(b) ,由 于 扰动 不 可 能 同上 游 传 播 , 因 此 A 点 以 上 明 权 中 
保持 为 均匀 流动 ,水 深 为 正常 水 深 h。。 自 A 点 向 下 游 ,由 于 弯 道 
增加 了 明 槽 中 的 水 头 损 失 , 因 此 总 水 头 线 开始 下 降 , 至 B 点 水 头 
损失 增加 了 Ah,。 急 流 中 能 量 的 减 小 将 使 水 深 增加 ,至 B 点 水 深 
累积 增加 Ah。B 点 以 下 明 槽 中 由 于 水 深 增 加 水 尖 损 失 减 小 ,总 水 
涉 线 升 高 ,又 逐渐 恢复 为 均匀 流动 。 如 果 在 弯 道 的 某 一 断面 处 水 
涂 的 增加 使 水 次 超过 临界 水 深 h., 还 会 产生 水 跃 。 
由 索道 产生 的 水 头 损 失 可 用 下 式 表示 


2 
Ah 一 5 二 (9-77) 
28 


去 中 : "为 断面 平均 流速 :为 弯 道 局 部 水 头 损 失 。 
根据 舒 克 立 (Ahmed Shukry) 的 试验 成 果 , 值 与 下 列 因素 有 关 : 
来 流 雷 诺 数 . 弯 道 段 曲率 半径 ~ 水面 宽度 0、 水深 疡 和 转角 0。! 
的 数值 可 查 舒 克 立 论文 “或 有 关 手 册 。 弯 道 水 流 的 水 头 损失 可 以 
通过 加 大 弯 道 的 曲率 半径 而 减 小 。 

除 此 以 外 , 弯 道 对 其 下 久 流 动 的 扰动 可 能 带 来 一 些 不 利 的 影 
啊 ,例如 水 面 变动 可 能 需 使 岸 提 加 高 , 弯 道 水 流 将 改变 床 底 泥 沙 运 
动 ,还 将 冲击 岸 提 造成 破坏 。 由 于 弯 道 水 流 的 干扰 还 会 使 其 下 游 
水 工 建筑 物 的 工作 条 件 发 生 改 变 。 

2. 弯 道 水 流 的 横向 水 面 超 高 

图 9-24 所 示 为 一 缓 流 弯 道 水 流 。 断 面 中 顺 流 动 方 各 的 流速 
可 以 按 5.1 节 中 目 由 涡 的 流速 分 布 式 得 到 。 即 


& 一 全 (9-78) 


rr 


式 中 ;rr 为 窒 道 中 一 点 A 踊 离 曲率 中 心 (center of curvature) 的 径 


D Ahmed Shukry Flow around bends in an open flurme. Transaction, ASCE, 
1950, vol, 115.: 751 一 779 
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向 距离 ;wu 为 A 点 顺 流 方向 流速 在 铅 垂 线 A-A 上 的 平均 值 ,为 
自由 涡 强 度 。 


图 9-24 变 道 水 流 横向 超 高 


在 横向 过 水 断面 NM 中 , 设 沿 该 断面 任 一 垂 线 上 水 流 的 总 水 
头 为 H。 ,Ho = 十 化 ,保持 一 致 , 当 以 模 底 为 基准 线 0-0 时 ,HH， 
即 为 断面 比 能 E。 
QE 加 QU 
人 或 hh=E D5 (9-79) 
由 此 可 得 到 横断 面 两 端 , 问 岸 的 NN 点 与 西岸 的 M 点 ,其 水 面 高 差 
为 An(a 一 1.0), 即 


ER WE 
ah uN 
~ 2g 2g 


把 式 (9-78) 代 人 上 式 得 
k  k -和 ( 广 一 证 ) 
2gri 2pgrN 2g 


(9-80) 


Fi 


“VY 


即 为 弯 道 水 流 横 向 水 面 超 高 的 计算 公式 。 如 以 断面 平均 流速 v 太 
断面 轴线 的 曲率 半径 xr。 表示 , 则 可 由 离心 力 在 横向 作用 的 式 
(2-89) 推 导出 一 个 简单 的 公式 ,用 以 估算 水 面 超 高 。 其 公式 为 


了 
Ah = ze (9-81) 


式 中 ;6 为 模 同 水 面 宫 度 。 

3. 汤面 环流 

弯 道 缓 流 的 一 个 重要 特征 是 在 横断 面 上 水 流 有 横 问 分 速 , 而 
且 在 水 流 表面 烧 同 分 速 指 网 止 岩 ,临近 权 旗 的 横 回 分 速 则 指向 思 
荚 , 从 而 形成 断面 上 的 回转 流动 称 为 断面 环流 (circnlation cur- 
rent) 。 断 面 环流 产生 的 原因 是 由 于 作用 于 横断 面 上 某 一 垂 线 的 


离心 惯性 力 ,其 值 为 好 ,但 重 线 上 各 点 流速 的 分 布 则 是 越 接近 


权 底 ,其 顺 流向 流速 x 越 小 ,因此 离心 惯性 力也 越 小 , 沿 水 深 的 分 
布 如 图 9-25(b) 中 的 cd 线 ,离心 惯性 力 的 方向 为 指向 凹 岸 。 相 
反 ,由 于 水 面 超 禹 的 作用 (如 果 假 设 水 压力 为 静水 压强 分 布 ), 则 沿 
验 线 讨 差 的 数值 不 变 为 ydh ,其 作用 方向 由 四 岸 指向 是 岸 ,如 图 
9-25(b) 中 ef 线 所 示 。 二 者 作用 相抵 后 ,在 水 表面 力 的 作用 产生 
指向 四 岸 的 流速 十 u, 而 在 临近 槽 底 处 产生 指向 凸 岸 的 流速 一 u,，。 


图 9-25 断面 环流 
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已 点 处 离心 惯性 力 与 压 差 处 于 平衡 状态 , 横 同 流速 为 索 。 模 问 沉 
速 的 这 种 分 布 形 成 横断 面 上 的 
环流 , 它 是 一 种 二 次 流动 (second- 
ary current) 或 称 副 流 。 横 问 流 速 
u, 与 主流 的 顺 流动 方向 流速 x 合 
成 弯 道 及 其 下 游 渠 道中 的 螺旋 流 
动 ( 见 图 9-26)。 如 果 渠 道 或 河流 
的 底部 是 由 可 以 冲刷 的 泥 沙 组 ‘ 
成 , 则 弯 道 的 四 岸 常常 被 冲刷 ,而 a 
这 些 泥 沙 被 水 流 推 回 凸 必 ,形成 

屿 岸 槽 底 的 游 积 。 


9. 5.2 急流 查 道 水 流 


急流 中 岸 壁 的 变化 形成 对 水 流 的 扰动 促使 水 面 变 化 ,这 种 拢 
动 只 能 同 下 游 传播 ,产生 激 波 (shock wave) 现 象 。 四 岸 与 西岸 不 
同性 质 的 扰动 ,使 得 水 面 不 仅 沿 流动 方 同 起 伏 变 化 ,而 且 在 横 问 也 
发 生 雍 高 和 降低 ,水 面 上 形成 萎 形 的 波浪 , 称 为 交叉 波 (cross 
wave) ,使 得 急流 弯 道 与 组 流 论 道中 的 水 流 表面 大 不 相同 。 

1. 急流 激流 

图 9-27 为 一 矩形 明 权 , 模 壁 在 M 点 回 急 流 内 部 作 微 小 转折 ， 
转角 为 A0。 由 于 急流 具有 很 大 的 惯性 ,过 到 权 壁 苇 同 的 阻碍 ,对 
槽 壁 有 冲击 作用 ,而 槽 壁 则 对 水 流 施加 反 力 ,人 迫使 水 流 沿 权 壁 转 
问 ,产生 动量 变化 ,形成 水 面 的 局 部 敖 高。 这 种 扰动 以 波 的 形式 在 
水 流 中 传播 。 由 于 急流 中 流速 大 于 波 的 传播 速度 ,因此 扰动 波 在 
模 加 传播 的 同时 被 水 流 带 向 下 游 ,于 是 在 平面 上 形成 如 图 9-27 所 
示 的 问 下 游 倾斜 的 扰动 线 MD, 也 称 为 波 前 (wave front) 或 波峰 。 
明 模 水深 由 有 贱 升 至 hs, 这 种 现象 与 9.4.2 节 所 述 的 水 跃 极为 相 
似 , 只 不 过 这 里 水 面 的 跃升 是 沿 与 原 权 壁 成 8 角 的 斜 线 MD 形成 

* 36061] 。 
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图 9-27 和 急流 激 波 口 

的 ,因此 也 称 斜 水 蹊 (oblique hydraulic jump)。 角 度 8 称 为 波 角 
(wave angle)。 发 生 激 波 后 ,波峰 前 后 的 流速 .水 深 以 及 波 角 的 大 
小 主要 决定 于 扰动 前 水 流 的 流动 状态 及 造成 扰动 的 外 界 条 件 。 前 
者 可 用 扰动 前 水 流 的 弗 劳 德 数 Fr 表示 ,而 后 者 主要 是 槽 辟 的 偏 
转角 A9。 设 扰动 前 的 流速 wv ,扰动 后 的 流速 v ,它们 在 正 交 于 拢 
动 线 和 平行 于 扰动 线 方向 的 分 速 分 别 是 ,vw ,ww ,ww 。 由 于 沿 
波 前 方向 的 水 流 并 未 受到 扰动 ,因此 


VU = 轴 (9-82) 
而 与 扰动 线 正 交 方向 的 流速 则 需 符 合 水 流 的 连续 方程 。 即 
hv, = hzv, (9- 83) 


沿 波 前 的 法 线 方向 应 用 动量 定律 ， 假定 静水 压强 分 布 并 忽略 摩擦 
阻力 , 则 


pg v, — vw) = Lh (9-84) 
? 2 2 
式 中 了 为 明 柳 单位 宽度 流量 ,gq 二 hw = 二 hv 。 由 式 (9-83) 的 v= 
DU, 汪 代 入 式 (9-84) ,得 
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v, = vsinp 一 VS 二 (天 - +1) (9-85) 


sinp 一 VS 到 下 (是 | (9-86) 


《7] 


] h, /hh, | - 
SI Fr 2 hi ‘ 1) 本 
当 波 高 很 小 时 ,六 AP , 式 (9-87) 简 化 为 
二 硬 
sinp 一 FE (9-88) 


由 此 可 见 : 对 于 微小 的 干扰 , 即 A2 很 小 时 , 波 角 主要 决定 于 原来 


水 流 的 弗 劳 德 数 。 也 可 理解 为 sinB 一 v8 ,而 VS 为 微波 传播 速 


度 , 即 波 角 B86 由 原来 的 水 流速 度 与 微波 传播 速度 的 对 比 确定 。 
设 波峰 法 线 方向 的 来 流 弗 劳 德 数 为 Fr，, 得 
se So" visinp 
"Wr We 
对 波 蜂 前 后 的 水 流 引 用 由 动量 方程 导出 的 撼 形 水 槽 水 跃 公子 
(9-71) 得 


一 Frsing (9-89) 


he _ 1 gp 
太一 2 I 1) 
三 > ViTam ?sinp— 1) (9-90) 


需要 指出 的 是 : 对 于 斜 水 路 ,其 牙 前 及 妈 后 的 水 流 都 发 生 在 陡坡 水 本 
中 , 茎 前 和 蚂 后 均 为 急流 ,这 一 点 与 由 急流 向 缓 流 过 渡 的 水 跃 现象 不 
同 ; 友 前 和 牙 后 水 深 均 发 生 在 比 能 曲线 的 下 支 , 牙 后 水 深 较 大 ,说 明 萄 
后 断面 单位 能 量 有 有 所 减 小 ,通过 水 流 的 跳跃 ,损失 了 部 分 水 头 。 
2. 弯 道 急流 
急流 明 槽 中 出 现 弯 道 , 如 图 9-28 所 示 , 自 A 点 开始 出 现 转弯 
。 363 。 


并 强迫 水 流转 变 方 向 。 外 侧 稽 壁 问 水 流 内 转折 ,如 上 节 所 述 将 形 
成 斜 水 牙 ,或 称 为 正 冲 击 波 。 内 侧 醒 壁 回 水 流 外 转折 将 形成 斜 同 
的 扩张 波 (oblique expansion wave) ,对 水 流 是 一 个 负 的 扰动 ,使 
水 面 降低 。 由 外 侧 及 内 侧 模 壁 的 转折 而 引起 的 扰动 线 分 别 为 AB 
及 AB, 它 们 相 直 会 互相 干扰 , 碰 到 权 辟 会 反射 ,形成 弯 道 及 其 下 
游 一 段 明 权 内 的 萎 形 波 。 弯 道 相 当 于 沿 程 以 极 小 转角 产生 的 一 系 
列 转折 。 设 明 槽 槽 宽 为 5, 伦 道中 心 线 曲率 半径 为 rc ,A 点 出 现 的 
第 一 条 干扰 线 波 角 为 8B,ABA 上 游 为 未 受 扰动 的 区 域 ,保持 原 有 
上 游 直 段 明 槽 中 的 水 流 状 态 。 在 B 点 下 游 正 负 扰动 互相 干扰 , 干 
扰 线 不 再 保持 直线 而 为 图 9-28 中 的 曲线 BC 及 BD 。 由 外 槽 止 曲 
线 槽 壁 引 起 的 水 面 升 高 至 C 点 达到 第 一 个 最 大 值 ,C 点 以 后 则 由 
于 内 侧 槽 壁 自 A 点 开始 的 使 水 面 下 降 的 影响 传播 所 致 , 沿 外 槽 壁 
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图 9-28 和 急流 弯 道 水 流 叶 
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的 水 面 开 始 下 降 。 内 侧 槽 壁 的 AD 段 由 于 水 流 倾 向 于 脱离 凸 曲 
面 , 水 面 不 断 下 降 。 呈 点 以 后 则 由 于 外 侧 槽 壁 引 起 的 涨 水 波 传播 
已 到 ,水 面 回升 。 似 此 形成 弯 道 中 相互 交 义 成 萎 形 的 交叉 波 并 在 
槽 壁 形成 高 低 相 间 的 水 深 。 实 用 上 假设 最 大 及 最 小 水 深 点 在 一 条 
径 线 上 ,例如 C 和 DD 点 均 在 OC 径 线 上 。8 则 表示 干扰 波 的 半 个 
波长 对 应 的 角度 ,由 图 9-28 中 的 几何 关系 可 知 


tang = AC 
rc 十 2 
”0 
; “5b 
A 全 tang 
b 


(9=91) 


0 一 arctan 


(re 十 多 )tang 
纳 普 (Knapp Robert T. ) 和 伊 本 (JIppen Arthur T. D688@) 建 议 用 
下 式 计 算 流 放 道 槽 壁 处 的 水 深 严 。 即 


h sin’ (e+ 4) (9-92) 
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计算 时 沿 外 侧 模 壁 采用 正 值 , 而 沿 内 侧 槽 壁 9 采 用 负 值 。 图 

9-28 中 还 绘 出 了 CD 断面 和 FG 断面 两 个 过 水 断面 中 的 各 种 水 面 
线 。 在 第 一 个 最 大 水 深 值 出 现 的 CD 断面 上 ,aa 表示 如 果 明 模 是 
直线 明 槽 时 断面 中 应 有 的 水 面 线 ;6 表示 在 缓 流 弯 道 中 的 水 面 
线 ;cc 则 是 急流 弯 道 中 的 水 面 线 。 由 式 (9-81) 知 缓 流 弯 道中 超 高 


为 Ah 一 了 ,因此 点 较 a 点 高 这 ,而 如 点 较 a 点 低 学 , 即 半 和 
根据 伊 本 和 纳 普 的 试验 研究 ,C 点 较 a 点 高 Ah, 较 6 a 而 


C 点 较 4 点 低 竺 , 较 w 点 低 Ah。 也 就 是 说 在 急流 弯 道 中 较 之 组 


流 守 道 超 高 什 增 加 了 一 倍 。 在 下 游 的 各 最 大 水 深 点 处 均 如 此 。 

在 FG 断面 ,外 侧 槽 壁 为 一 最 小 水 深 点 ,此 断面 的 实际 水 面 线 
即 为 ca , 央 为 由 扩张 波 使 水 面 下 降 的 影响 被 急流 弯 道 的 超 高 所 
抵消 。 同 样 地 ,下 游 所 有 外 侧 槽 壁 最 小 水 深 点 断面 都 是 如 此 ,其 断 
面 横向 水 面 线 与 直线 明 槽 中 一 样 。 这 样 ， A 


变化 有 如 波动 ,其 半 波 长 即 AC, 接 近 为 AC = ;对 应 的 中 心 角 
为 0, 而 波长 (wave length) 为 a' 波 幅 ( wave amplitude) 即 为 学 一 


区 关 。 这 些 结果 可 用 来 粗 估 单 曲率 急流 弯 道 中 的 水 面 变化 。 在 


讨 道 下 游 的 百 段 中 的 流动 , 除 弯 道 的 影 啊 以 外 ,由 于 由 弯 道 突然 改 


9.6 明神 水 流 非 恒 定 流动 
明 酸 中 的 流动 , 当 其 水 次 和 流速 都 随时 间 改 变 时 , 称 为 明 覃 非 


和 恒定 流动 。 由 于 流速 和 水 深 随 时 间 改 变 , 自 然 流 量 .过 水 断面 面积 
。 366 。 


和 水 面 高 程 都 随时 间 改 变 。 所 有 这 些 流动 要 素 都 不 仅 是 流程 * 而 
日 是 时 间 : 的 函数 。 

非 恒 定 流 动 都 是 一 种 波动 现象 。 明 槽 非 恒 定 流 动 是 重力 波 ， 
但 它 和 辣 样 也 是 重力 波 的 海洋 中 的 波浪 却 不 同 。 波 浪 运 动 中 水 流 
质点 基本 上 沿 一 定 轨迹 往复 循环 运动 ,几乎 没有 流量 的 传递 ,因而 
称 为 振动 波 (oscillating wave)。 而 明 槽 非 人 恒定 流 中 不 仅 水 面 波 形 
加 前 传播 ,而 且 水 流质 点 也 向 前 移动 ,波形 的 传播 是 通过 水 流质 点 
的 位 移 来 实现 的 ,因而 称 为 位 移 波 (translatory wave) ,或 称 和 输 
移 涉 。 

明 覃 非 恒 定 流 主要 分 为 两 种 . 即 非 恒定 渐变 流动 (graduaily 
varled unsteady flow) 和 非 恒 年 急 变 流动 (rapidljy varied unsteady 
flow) 。 非 恒 征 多 变 流 动 波 面 曲率 比较 平缓 .水 次 的 变化 为 渐变 性 
质 ,瞬时 流 线 近 于 平行 直线 , 垂 向 加 速度 可 以 忽略 ,压强 按 静 水 压 
强 分 布 , 沿 程 摩擦 阻力 必须 加 以 考虑 。 这 种 流动 中 流动 要 素 是 流 
程 s 和 时间 t 的 连续 晴 数 ,形成 的 波 称 为 连续 波 《continuous 
wave)。 非 恒定 急 变 流动 中 波 面 曲线 曲率 很 大 ,瞬时 波 面 陡 峻 ,从 
而 波 表 面 为 不 连续 面 ,水 深 和 流量 变化 急剧 , 生 向 加 速度 有 重要 作 
用 而 摩擦 阻 力 则 常 可 忽略 。 这 种 流动 中 流动 要 素 不 再 是 ; 与 1 的 
连续 孙 数 ,从 而 形成 的 波 称 为 不 连续 波 (discontinuous wave)。 泥 
水 流 和 水 电站 缓慢 调节 或 船 闻 或 闸门 的 缓慢 启 闭 所 引起 的 非 恒定 
流 属 于 前 者 ， 而 省 坝 波 (dambreak wave) ` 各 种 类 型 的 断 波 (surge) 
均 属于 后 者 。 

明 权 非 恒定 流动 的 求解 ,大 多 应 用 数值 方法 。 本 节 中 将 主要 
纵 出 明 槽 非 恒定 流 的 基本 方程 式 和 讲述 主要 现象 。 数 值 解法 可 参 
考 专门 书籍 。 


9.6.1 非 恒 定 渐变 流动 


基本 方程 式 包 括 连 续 方 程 和 运动 方程 。 图 9-29 绘 出 了 非 恒 
" 30/ 。 


图 9-29 非 恒 定 渐变 流动 


定 流动 的 一 个 流 段 ,在 9.1.3 三 中 已 给 出 了 明 述 非 恒定 流动 的 连 
续 方 程 为 


dA 90Q _ _ 
3 7 二 0 (9-17) 
由 于 Q 二 vA ,dA 二 Bdh, 所 以 连 绪 方程 也 可 写 为 
op oz4A) _ 
pr 一 0 (9-93) 
对 于 矩形 明 模 ,A= Bh, 所 以 
oh dU oh 


明 槽 非 恒 定 渐变 流动 的 运动 方程 可 由 牛顿 第 二 定律 FF 二 ma 
出 发 来 推导 。 设 明 醒 底 坡 很 小 ,由 于 是 渐变 流动 过 水 断面 上 的 压 
强 分 布 可 认为 是 静水 压强 分 布 , 任 一 断面 的 测 管 水 头 即 为 水 面 高 
程 z,。 局 部 阻力 可 以 忽略 ,阻力 项 只 有 沿 程 的 床 面 摩擦 阻力 。 设 
泊 流 动 方 问 为 5%, 对 于 过 水 断面 为 dh 的 元 流 有 

pdsdA (PE + ud)=— pgdAds 2 一 22dsdA — rdpds 

. 368 。 


式 中 : 2 为 元 流 流 速 ;x 为 元 流 相 对 基准 面 的 高 程 :r 为 摩擦 切 应 
力 :dP 为 元 流 与 周围 流体 接触 长 度 。 

如 采 把 元 流 扩 大 到 总 流 , 忽 略 断 面 流 速 分 布 不 均匀 的 影响 而 
用 渐 面 平均 流速 女人 代表 . 则 上 式 可 与 为 


Oz ] op ] /dv ,IU 
a a -0 
Os Y os LB | ot os .> YR 


式 中 : >， ,ps 分 别 代表 断面 平均 高 程 及 平均 压强 ;5 为 水 流 与 槽 
辟 之 则 的 平均 摩擦 切 应 力 ， 


如 果 以 水 面 高 程 >, 表示 断面 测 管 水 头 .=, = 一 so 市 可 将 上 
陈 与 为 


o>. ] oz TU do Co 
人 Be 


fe ON 头 坡 度 。 


os Os 
让 一 J。 这 式 是 在 恒定 均匀 流动 中 ,利用 一 个 流 段 中 各 种 作 
用 力 ( 包 括 压 力 、 重 力 、 摩 阻力 ) 的 平衡 关系 可 以 导出 
t= YR (9-96) 
义 由 式 (9-53) 知 je :因而 7 和 


a 


由 惯性 加 速度 而 产生 的 水 头 损 失 , 称 为 惯性 水 涉 h(inertia head)， 
是 非 恒 定 流动 中 特有 的 水 头 损 失 。 但 是 它 与 因 摩 阻力 而 产生 的 洛 
程 水 头 损 失 不 同 , 沿 程 水 头 损 失 将 机 械 能 转化 为 热能 而 耗 散 掉 , 惯 
性 水 头 损 失 则 因 流 速 v2 的 增加 . 仍 以 机 械 能 的 形式 储存 在 整 段 水 
流 中 。 式 (9-95) 由 此 可 改写 为 
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c 忆 dv T ov 
六 二 二季 十 二 + 


由 于 断面 总 水 头 Hx 十 其, 上 式 可 与 为 


2 及 lov, v 
ds g ot CR 
这 就 是 明 槽 非 ， 本 定 浙 变 流 动 的 云 动 方程 ,说 明 在 明 模 非 恒定 渐变 
流动 中 ,总 水 头 坡度 2 二、 惯性 水 头 坡度 Ja= 二 节 和 摩 阻 坡度 = 


一 0 (9-98) 


wy” 
这 


六 一 > dr dzo 
对 于 校 柱 形 明神 ,以 xz 表示 权 育 高 程 , 则 上 肛 坡 := 一 je 打 


0; 0 
2 当 十 字 ， 式 (9_97) 又 可 写 为 


dx、 
面 水 深 为 A, 则 = 


Ov 


Fr v3 Tg 一 gz 一) 《9-99 1) 


式 (9_99) 为 楼 柱 形 明 模 非 恒定 渐变 流动 的 运动 方程 式 。 在 前 几 
节 中 研究 恒定 的 渐变 流动 或 均匀 流动 时 ,总 水 头 坡度 与 摩 阻 坡度 
相等 ,而 在 非 恒定 流动 中 必须 注意 惯性 水 头 坡 度 的 出 现 。 如 果 把 
式 (9-99) 写 为 

J=i- 人 -2 V (9-100) 


~、 
恒定 均匀 流动 
~、 
恒定 非 均匀 流动 
、 
非 恒 定 非 均匀 流动 


由 式 (9-100) 可 清楚 地 看 出 非 均 匀 性 和 非 恒 定性 在 运动 方程 中 增 
加 的 项 目 。 
非 恒 定 渐变 流动 的 连续 方程 和 运动 方程 最 早 由 圣 维 南 


”3/0 » 


(Saint-VYenant)2% 提 出 称 圣 维 南方 程 组 ,这 些 方程 现 已 被 后 人 的 
很 多 研究 工作 、 观 察 和 试验 所 证 实 。 但 从 数学 上 求解 至 维 南 方程 
组 并 非 易 事 , 从 而 发 展 了 大 量 的 数值 方法 ,读者 可 参考 有 关 论 车。 


9.6.2 非 恒定 急 变 流动 


在 明 槽 中 , 非 恒 定 急 变 流动 的 主要 现象 是 断 波 。 即 由 于 流量 
在 短 时 间 内 有 较 大 的 变化 而 引起 明 槽 中 水 深 的 突然 改变 ,形成 水 
面 在 短 距 离 内 呈 阶 梯形 的 到 涨 ( 或 消 纱 ), 并 且 这 种 变化 以 一 定 的 
速度 传播 。 水 坝 突 然 溃 决 形成 的 省 圾 波 (dam break wave). 潮 水 
涨 落 在 河道 中 形成 的 雍 波 (tidal bore) ,水 电站 的 突然 启 闭 在 动力 
渠道 中 引起 的 歼 波 等 部 属于 渐 流 。 水 面 升 高 时 称 为 涨 水 断 波 或 止 
断 流 (positive surge) ,水 面 降 低 时 称 为 落水 断 波 或 负 断 波 (Cnega- 
tive surge) ,这 两 种 断 波 孝 可 以 顺 流 或 逆流 传播 。 正 断 波 在 传播 
过 程 中 可 以 保持 一 个 稳定 的 波峰 形状 。 当 断 波 的 波 高 较 小 时 ,类 
似 一 个 行进 的 波状 水 跃 。 当 波 高 增加 ,波动 消失 ,上 断 波 具有 阶梯 形 
陡峭 的 波峰 。 负 上 断 波 在 传播 过 程 中 波峰 的 形状 并 不 稳定 。 因 为 断 
波 的 上 部 比 下 部 运动 速度 更 快 ,因而 波峰 逐渐 平坦 。 断 波 的 形成 
可 以 理解 为 在 无 限 短 时 段 内 由 起 始 断 面 发 生 的 一 系列 元 波 杰 加 的 
绪 采 。 匹 波 的 流速 c 为 


sy 


Ce gS 
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式 中 :为 斯 面 平 均 流 速 ;A 为 过 水 断面 面积 ;B 为 水 和 面 觉 度 。 

元 波 的 波 速 c 湖水 深 的 增加 而 增加 ,以 顺 流 断 流 为 例 , 如 果 是 
正业 波 则 水 面 不 断 涨 高 ,因此 后 续 元 波 的 流速 部 稍 大 于 前 一 个 元 
波 的 波 速 。 后 波 总 能 追 及 前 波 而 最 终 形成 阶梯 式 的 波峰 向 下 游 运 
动 。 如 图 9-30(a), 对 于 人 负 断 波 , 则 水 面 连续 下 降 , 后 续 的 元 波 , 其 
站 速 总 十 小 于 前 一 个 元 流 的 波 速 , 当 流量 变化 过 程 完 毕 的 时 刻 就 
形成 一 个 比较 平 坦 的 斜坡 式 的 断 波 ,并 在 向 前 移动 的 过 程 中 逐渐 
平坦 化 ,如 图 9-30(b)。 


图 9-30 断 波 的 形成 :2 

断 波 波峰 运动 速度 称 为 断 波 波 速 , 与 元 波 波 速 c 不 同 ,以 ww 
表示 。 妆 波峰 到 达 茶 一 断面 时 ,就 使 该 断面 的 流速 以 及 相应 的 流 
量 发 生变 化 ,把 这 一 流量 变化 值 称 为 波 流量 。 下 面 推 导 断 波 的 连 
续 方 程 和 动量 方程 ,从 而 得 到 断 波 波 速 及 波 流 量 的 计算 公式 。 

设 在 缓坡 明 覃 中, 断 波 到 达 以 前 为 恒定 流动 ,流量 Q, ,水 深 
有, 过 水 断面 面积 4, ,水 面 宽度 B, ,断面 平均 流速 v。。 明 槽 中 上 顺 
流 正 有 断 波 , 波 高 为 5 以 波 速 v, 向 下 游 运 动 , 如 图 9-31。 波 峰 到 达 
后 断面 流速 由 v, 变 为 wv。 忽略 粘性 阻力 ,假设 正 断 波 在 前 进 过 程 
中 波形 及 波 速 均 不 改变 .如 果 把 坐标 系 置 于 断 波 上 以 ww 速度 向 下 
浒 移动 , 则 非 恒 定 流 动 对 于 移动 坐标 而 言 可 作为 恒定 流 处 理 。 对 
移动 坐标 市 言 ,流速 将 由 wo ,wv 变 为 (mw 一 ww),(u 一 mw)。 波 峰 到 达 
后 的 过 水 断面 面积 由 4, 增 为 A 一 A, 十 AA, 水 面 宽度 由 B, 变 为 
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图 9-31 正 断 波 [: 


B, 对 肠 波 前 后 的 1-1 和 2-2 汤面 ( 见 图 9-31) 列 出 恒定 流 的 连续 
方程 ,得 4 村 


( 一 TANA 一 (Co 一 站)A， (9-102) 
移 项 后 得 
UA — v, Abo 一 QO = (A 一 有) (9-103) 
i B Bb, I 
式 中 :AQ 为 波 流量 ;A 一 A 二 AA 一 58.6 为 波 高 。 所 以 
De G+ (9-104) 


式 (9-104) 表 示 波 流 量 、 波 速 与 波 高 之 间 的 关系 。 如 断面 流速 变 
化 以 Av 表示 , 则 Av 二 =v 一 vw ,由 式 (9-102) 得 
(vv, — vo AA (vu, — vAA 


VA ITAA A (9-105) 
式 (9-102)、 式 (9-103). 式 (9-104). 式 (9-105) 为 断 波 连续 方程 的 


不 同形 式 。 

在 移动 坐标 系 中 取 1-1 和 2-2 两 断面 间 的 水 体 为 控制 体 , 应 
用 恒定 流 的 动量 方程 (9-24) 推 守 断 波 的 动量 方程 。 由 于 中 离 很 
短 , 底 坡 平缓 ,可 以 忽 咯 摩擦 阻力 及 重力 的 作用 ,作用 力 只 有 压力 
差 。 即 


ee [QC — VU,) — QV v,) | 
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[Cw — Vv) A Oo Vo (VV) A 一 mw) 


一 [Cw v0) A — (vw) A C9-106) 


在 断面 1-1 和 2-2 上 压强 近似 为 静水 压强 分 布 , 则 

P;— P, ~ 7Y(LA, + EAA) (9-107) 
式 中 :为 AA 的 面积 形 心 在 波 面 以 下 的 深度 。 两 断面 压力 差 可 
由 图 9-31 中 abef 四 边 形 面 积 表 示 出 来 。 于 是 式 (9-106) 写 为 


7Y(CA, 十 - EAA) 一 一 [Cw 一 vw )* A, -一 ( 忆 一 - vw)*A | 


(9-108) 
以 连续 方程 (9-102) 代 人 上 式 后 ,得 
(UO vw (vo CO— Vv) Ao = pl CA, AA) (9-109) 
式 (9-109) 为 断 波 的 动量 方程 。 将 式 (9-105) 代 人 上 式 , 得 


(7Zm 一 DA(AA) 


整理 后 得 


J 二 vo 十 g (t+ 全 和 (9-110) 


式 (9-110) 为 任意 断面 棱柱 形 缓 坡 明 槽 中 断 波 波 速 ww 的 计算 


公式。 


对 于 梯形 断面 oe ) = 所 
以 断 波 流速 公式 简化 为 
5 (BEE 
us 二 vw 十 (B+ 六 了 十 一 2 (9-111) 


当 断 波 的 波 高 了 较 小 (Eh) , 土 式 括号 内 第 三 项 可 忽略 , 则 得 


Us 一 Vo 十 | 


2A， 3 
B+ (9-112) 


对 于 和 矩形 渠道 , 式 (9-112)? 还 可 进一步 简化 为 
vw = 士 Vpo (9-113) 
应 用 以 上 各 式 时 ,对 顺 流 断 波 取 ”十 ”号 ,对 逆流 断 波 取 ”一 ”号 。 对 
正 断 波 , 波 锅 “ 取 正 值 , 对 负 断 波 5 取 负 值 。 当 已 知 明 村 中 流量 的 
突然 变化 , 即 可 联 解 式 (9-104) 和 (9-110), 求 得 波 高 了 和 波 速 ww， 
从 而 解决 有 关 工 程 设 计 问 题 。 


9.7 明 覃 水流 运动 的 相似 


明 模 流动 往往 由 于 边界 的 复杂 而 难以 求 得 数学 方程 的 解析 
解 。 因 而 模型 试验 仍 是 解决 明 槽 流动 问题 的 重要 手段 。 近 年 来 电 
于 计算 机 和 数值 方法 的 发 展 为 解决 明 槽 流动 提供 了 另 -- 个 强 有 力 
的 手段 ,但 是 终究 还 不 能 完全 替代 模型 试验 的 方法 ， 

明 楷 流动 中 作用 于 水 流 的 作用 力主 要 是 重力 .因此 在 设计 模 
型 时 应 遵循 重力 相似 准则 ,由 式 (4-27) 知 流速 比 尺 和 为 几何 比 尺 
(长 度 比 尺 )4 的 平方 根 值 . 即 

et Cy 

明 醋 流动 中 还 应 考虑 阻力 的 相似 。 阻 力 是 由 水 流 的 粘性 产生 
的 ,第 4 章 中 已 述 及 在 一 个 模型 中 要 求 同 时 保证 重力 和 粘性 力 的 
相似 , 即 弗 劳 德 数 与 雷诺 数 均 在 模型 中 与 原型 同 量 ,是 难以 做 到 
的 。 工 程 中 过 到 的 明 柳 流动 一 般 为 内 流 型 态 , 特 别 是 当 流 动 为 充 
分 发 展 察 流 时 , 即 


Re = YE ~ 4000 (9-114) 


式 中 : R 为 明 权 水 力 半径 。 这 时 由 摩 阻力 引起 的 沿 程 水 头 损失 将 
与 雷诺 数 无 关 ,而 只 决定 于 固体 壁面 的 相对 粗糙 (relative rough- 


ness) 关 ,为 壁面 粗糙 突起 的 高 度 。 因 而 只 要 保证 相对 粗糙 的 相 


J 


同 , 则 无 须 考虑 雷诺 数 即 可 得 到 阻力 的 相似 。 
明 构 流动 中 的 谢 才 公式 是 对 应 于 充分 发 展 订 流 的 情况 ,由 式 
(9-44) 
A, = AAA (9-115) 
由 于 QD AR = 和 ; 多 在 模型 与 原型 中 摩 阻 坡度 J 是 一 样 的 , 它 是 无 
量 纲 量 , 因 此 4 二 1, 当 然 对 于 变态 模型 (distorted model) ,垂直 方 
向 的 长 度 比 尺 与 水 平方 向 的 长 度 比 尺 不 同 ,这 时 各 种 坡度 的 比 尺 


将 不 再 是 1;@) 由 重力 相似 知 入 二 术 。 因 此 代入 式 (9-115) 得 


1 = 1 (9-116) 
也 就 是 模型 与 原型 应 有 相同 的 谢 才 系数 。 由 曼 宁 公式 (9-46). 即 

C= TR! (9-46) 

n 

可 得 在 模型 和 原型 中 有 

一 17 
而 

A, 一 A (9-117) 


模型 中 要 保证 糙 率 ”与 原型 糙 率 相差 1 倍 ,才能 保证 明 槽 流动 的 
阻力 相似 ,在 模型 设计 时 可 据 此 选择 模型 所 使 用 的 材料 。 实 际 上 ， 
模型 材料 的 选择 是 有 限度 的 。 例 如 一 般 的 水 工 建筑 物 为 混凝土 表 
面 ,n 值 约 在 0. 013。 而 模型 中 即使 选择 最 光滑 的 可 用 材料 ,如 有 
机 玻璃 或 刨 光 木 板 ,其 值 约 为 0. 009, 于 是 这 样 制造 的 模型 ,其 
比 尺 为 


0.013\5 
一 (6605 ) = 


而 一 般 洲 流 坝 模型 均 须 选 择 40 以 上 的 比 尺 。 不 过 在 一 些 水 工 建 

届 物 模型 中 ,例如 曾 、 坝 等 ,其 摩 阻 损失 在 整个 水 流 现象 中 影响 不 

大 ,因此 可 以 不 必 过 高 要 求 阻 力 的 相似 。 但 对 于 河流 .渠道 ,水库 、 
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隧洞 等 模 再 则 阳 力 相似 变 得 相对 重要 ,就 需要 采用 其 他 折 
明 权 流动 的 模型 相似 问题 在 实际 械 作 中 非常 复 江 ,考虑 的 因 
素 也 很 多 .读者 可 参考 专门 书籍 。 
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人 


全 人 四 了 
本 Pa oe fae pa ee Le ee se de a Mae 


波动 是 目 然 界 中 在 时 间 上 和 空间 上 两 点 之 间 传 播 信 息 的 一 种 
普遍 存在 的 方式 ,和 而 且 在 信息 传播 过 程 中 介质 本 身 并 不 一 定 发 生 
移动 , 像 声波 . 电 和 磁 流 .水 波 等 。 本 章 的 重点 在 于 研究 水 波 , 特 别 是 
水 面 波 , 一 般 称 之 为 波浪 。 水 面 受 到 扰动 ,这 一 扰动 向 外 传播 的 现 
稍 就 是 波浪 运动 。 对 波浪 运动 的 猎 究 可 以 上 湖 到 18 世纪 的 拉 格 
并 日 ,1845 年 碳 国 人 爱 利 (Sir George Biddell Airy, 1801- 一 1892 ) 
提出 的 微 幅 波 理论 为 波浪 运动 力学 葛 定 了 基础 。 此 后 斯 托 克 斯 、 

开尔文 、 布 半音 斯 殉 等 都 对 波浪 运动 力学 作出 了 重要 页 献 。 
1879 年 出 版 了 兰 姆 (Sir Horace Lamb,1849- 一 1934) 的 水 动力 学 ， 
(Hydrodynamics) 这 是 波浪 运动 力学 的 经 典 名 营 。 

疲 浪 运动 的 力学 理论 在 工程 实践 中 具有 重要 意义 。 船 舶 和 舰 
只 的 航行 将 受到 波浪 的 阻力 , 海 尾 工程 和 海港 设施 均 与 波浪 有 密 
切 的 关系 ,海浪 在 海岸 带 引 起 海底 泥 沙 的 运动 对 工程 设施 、 通 航 和 
近海 生态 环境 都 有 重要 影响 。 海 洋 资 源 的 开发 和 利用 ,海上 采油 
平台 的 设计 ,海底 管道 的 铺设 都 须 计 算 波 浪 荷 载 ,军事 工程 中 很 多 
问题 与 海洋 中 的 波浪 运动 有 关 。 随 着 海洋 开发 事业 的 发 展 ,波浪 
运动 力学 的 重要 性 日 益 显 著 。 

本 草 将 主要 讲述 波浪 运动 的 基本 现象 和 研究 波浪 运动 的 基本 
理论 ,限于 非 烙 性 的 理想 流体 和 线性 的 微 幅 波 理论 。 对 于 非 线 性 
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问题 的 有 限 振幅 波 和 与 粘性 有 关 的 波浪 何 载 等 问题 ,读者 可 阅读 
有 关 波 痕 运动 力学 的 专 着 。 


10.1 概 二 


波浪 运动 是 日 然 界 中 一 种 常见 的 现象 。 海 洋 、 湖 泊 、 水 库 中 都 
存在 波浪 ,甚至 在 一 个 平静 的 水 面 投掷 一 块 小 石 块 也 会 激 起 水 面 
的 波浪 ,并 以 石 块 入 水 点 为 中 心 , 呈 圆 形 地 疝 四 周 传 播 。 波 动 的 产 
生 痛 和 完 需 要 有 一 个 处 于 平衡 状态 的 介质 ,还 需要 有 破坏 介质 平衡 
的 扰动 力 (disturbing force) 和 使 介质 恢复 平衡 态 的 回复 力 (resto- 
ring force)。 本 草 中 人 研 究 的 水 面 波浪 ,可 依 扰 动力 的 不 同 把 波浪 
分 成 风 生 波澜 汐 波 、 地 震波 、 船 行 波 等 。 根 据 回复 力 的 不 同性 质 
对 波浪 分 类 也 很 重要 。 问 复 力 中 最 重要 的 一 种 是 重力 ,特别 是 对 
于 水 日 由 表面 的 波浪 ,这 种 波浪 称 为 表面 重力 波 (surface gravity 
wave)。 重 力 波 也 人 存在 于 两 种 不 同 密度 流体 的 分 界面 处 而 形成 内 
波 (internal wave) 。 第 二 种 回复 力 是 表面 张力 ,这 是 由 于 水 的 自 
由 表面 具有 表面 张力 特性 。 水 面 一 旦 受到 扰动 ,重力 和 表面 张力 
力图 使 水 面 恢 复 到 原来 的 平衡 态 , 并 形成 波浪 传播 出 去 。 此 外 ,水 
的 压 央 性 虽然 很 小 ,但 其 弹性 力 仍 是 一 种 回复 力 , 由 弹性 力 引起 的 
波 如 声波 。 由 地 球 目 转 形成 的 柯 氏 力也 是 一 种 回复 力 。 

流 很 的 主要 特征 参数 有 波 高 (wave height) 电 ,波长 (wave 
length)4 和 周期 (wave period) 开 , 见 图 10-1。 波 浪 在 静水 位 (Cstill 
water level,SWL) 以 上 部 分 的 项 点 称 为 波峰 (crest) 也 称 波 顶 , 在 
静水 位 以 下 部 分 的 最 低 点 称 为 波 谷 (trough) 也 称 波 底 。 波 峰 与 波 
合 之 间 的 垂直 距离 为 波 高 五。 在 波浪 前 进 的 方向 上 两 个 相 邻 的 
波峰 或 波 谷 之 间 的 水 乎 距离 为 波长 4。 两 个 相 邻 的 波峰 或 波 谷 通 
过 空间 一 固定 点 的 时 间 差 ,或 者 说 一 个 完整 的 波动 过 程 所 经 历 的 
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_ 波 速生 传播 方向 


静水 位 
(SWI.) 


图 10-1 波浪 的 特征 参数 2 


时 间 为 周期 T。 波 高 与 波长 之 比 宛 称 为 波 陡 (wave steepness)， 


波形 的 平均 线 称 为 波浪 中 线 (mean water level) ,波浪 中 线 超出 静 
水 位 的 高 度 5% 称 为 超 高 (wave set up) ,在 谐 波 中 超 高 为 零 , 波 噩 
的 一 半 为 波幅 (Camplitude)A. 波 在 时 间 工 所 经 过 的 距离 为 人 ,因此 
波 的 传播 速度 为 


< 一 直 (10-1) 


c 称 为 波 速 (celerity) ,由 于 它 是 波浪 相位 (phase) 的 传播 速度 , 因 
此 也 称 为 相位 速度 (phase speed)。 定 义 周 期 的 倒数 为 频率 
fl(frequency) ,表示 单位 时 间 内 出 现 的 波 的 次 数 , 邑 


1/ = 三 (10-2) 

而 定义 单位 距离 内 含有 波长 4 的 个 数 为 波 数 nC(wave number), 即 
] 

“人 (10-3) 


所 以 也 可 称 频 率 表示 波 在 时 间 上 的 密度 , 波 数 表示 波 在 空间 


个 严 届 , 梁 其 苟 .海港 工程 . 北京 : 海洋 出 版 社 ,1996 
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上 的 密度 。 

对 于 波 陡 很 小 的 波动 ,一般 选 择 正 弱 或 余弦 曲线 来 表示 波形 ， 
这 是 最 简单 而 又 接近 实际 波形 的 一 种 表述 。 正 弦 曲 线 与 余弦 曲线 
间 只 是 具有 一 个 相位 差 志 ,而 其 性 质 一 样 ,因此 在 波浪 力学 中 均 称 


为 谐 波 (sinusoidal wave) ,用 余 强 式 的 表示 方式 为 
n= Acos(t+e) C10=4) 
趟 中 :7 为 流 面 偏离 静水 位 的 垂直 距离 ;t 表示 时 间 ;s 表示 相差 
(phase shift)., 
由 于 正弦 波 也 可 由 绕 圆 周转 动 的 点 演示 ,因此 可 用 27 分 别 代 
棕 式 (10-2) 及 式 (10-3) 中 的 1, 于 是 得 


2x 
w 一 “fj 二 并 (10-5) 
“表示 单位 时 间 绕 过 了 多 少 弧度 . 量 网 为 3, 称 为 加 频 


党 (radian frequency ) 。 


4 一 2rx 一 他 (10-6) 
k 表示 单位 距离 内 有 多 少 弧度 ,一 般 波 数 都 由 此 式 表示 ,其 量 纲 为 
"5 。L.T 分 别 代表 长 度 和 时 间 的 量 纲 ， 


人 研究 波浪 力学 时 ,和 营 将 坐标 原点 取 于 静水 位 , 沿 波 传播 方 品 的 
水 平 轴 为 + 轴 , 与 x 轴 铝 王 向 上 为 z 轴 , 静 水 位 处 > 一 0。 于 是 式 
(10-4) 可 以 写 为 更 完整 的 形式 , 即 

n(x ,1) = Acos(kr— wt) (10-6’) 
实际 的 波浪 形状 很 复杂 ,并 不 是 简单 的 正弦 波 , 但 是 可 以 通过 傅 里 
叶 分 析 ,将 波形 分 解 为 许多 正弦 波 的 组 合 。 波 浪 运 动 中 水 深 疡 是 
一 个 重要 的 因素 。 
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10.2 波浪 运动 基本 方程 与 边界 条 件 


波浪 力学 里 一 般 把 流体 假定 为 不 可 压缩 的 理想 流体 ,基本 方 
程 为 连续 方程 与 欧 拉 方程 。 对 于 二 维 波浪 运动 ,如 果 流 动 是 无 涡 
的 , 则 流动 存在 流速 势 也 数 了 和 流 浮 数 y。 流 体质 点 速度 4 与 流 
速 势 $ 的 关系 仍 如 式 (1-56) 所 示 。 


10.2.1 连续 方程 


不 可 压缩 流体 的 连续 方程 为 式 (1-17). 即 
VY*u=0 Cl-17) 
如 采 波 浪 运 动 为 无 涡 的 ,存在 流速 势 阴 数 .wu 一 V8. 代 入 式 
(1-17), 得 
V*$=0 (10-7) 
式 (10-?) 说 明 波 浪 运 动 的 流速 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 它 是 一 个 线 
性 方程 。 对 于 二 维 无 涡 的 波浪 运动 流 晴 数 yy 也 满足 拉 普 拉 斯 方 


程 , 即 
Vv:y=0 (10-8) 


10. 2.2 运动 方程 一 一 欧 拉 方程 


欧 拉 方程 (2-61) 为 


du 
2 本 二 太一 VD (2-61) 


当 质 量力 只 考虑 重力 时 ,f= 二 VG,G 二 一 gx. 流动 为 无 涡 , 流 体 为 正 
压 , 则 伯 努 利 方程 为 


2 十 Vg 。 V9 十 记 十 gz 二 0 (2-80) 


从 而 可 求 得 压强 场 p(xr,y,z,t)。 
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10.2.3 波浪 运动 的 边界 条 件 


波浪 运动 的 控制 方程 式 (10-7) , 即 流速 势 乡 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 
它 是 椭圆 形 二 阶 偶 微 分 方程 ,其 边界 条 件 应 是 在 一 个 封闭 边 稻 上 
的 狄 利 克 雷 (Peter Gustav Lejeune Dirichljet,1805 一 1859) 条 件 或 
诺 伊 曼 (Carl Cottfried Von Neumann, 1832 一 1925) 条 件 , 如 图 
10-2 所 示 。 设 在 底面 -二 一 h(x,y,1) 上 具有 自由 表面 的 水 体 , 坐 
标 系 如 图 10-2 置 于 原 系 平衡 的 静水 面 上 ,水面 形成 波浪 而 起 伏 不 
平 。 昌 由 表面 作为 流动 的 一 个 边界 具有 两 类 边界 条 件 :一 是 运动 
学 条 件 ,一 是 动力 学 条 件 。 

站 由 水 面 z= n(x, 23,7) 


2 作 1. 运 动 学 边界 条 件 


2. 动 力学 边界 条 件 


x 
\ > 
ee vp =v2Yy=0 ' LBC 
| ee 控制 方程 ” 
\ 庆 束 分 量 I 
| PTTT 


2z= h(x, , 撒 面 边界 条 件 (运动 学 条 件 ) 


图 10-2 波浪 运动 的 边界 条 件 


首先 全 宪 目 由 水 面 的 运动 学 边界 条 件 。 水 波 的 自由 表面 是 一 
个 运动 春 的 水 面 , 它 是 由 流体 质点 组 成 的 流体 面 。 运 动 学 边界 条 
件 表明 : 组 成 自由 水 面 的 流体 质点 永远 位 于 自由 水 面 上 ,也 就 是 
说 流体 质点 可 以 浴 自 由 水 面 运动 而 不 可 能 脱离 或 者 说 是 穿 透 自由 
水 面 。 因 此 边界 条 件 与 第 二 章 讨 论 的 固体 壁面 上 理想 流体 运动 的 
边界 条 件 一 样 ,只 是 边界 面 为 流 面 而 不 是 固体 壁面 , 流 面 的 特点 是 
它 可 以 容易 地 变形 。 将 坐标 系 置 于 原 静 球 水 面 ,如 图 10-2 所 示 ， 
水 波 高 度 为 7(r,y,i), 则 自由 表面 的 方程 为 
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一 IC YL) (10-9) 
写 为 式 (2-44) 型 式 的 边界 面 方程 为 
F(Toy Tt) ry) =0 (10-10) 
位 于 自由 表面 的 水 质点 可 以 有 在 水 面 切 问 运动 的 速度 但 不 可 能 有 
穿 透 自 由 表面 的 运动 .因此 可 以 应 用 式 (2-54)。 即 


dF dd _ - 
地 可 与 为 

| 

Sy/ . V(z— 1)=0 


路. 了， 


了 欧 拉 坐标 rs. 为 互相 独立 的 ,因此 = 一 一 0 只 有 一) 时， 


dr 
od . 、 07 
7 一 一 1 其 他 情况 下 (i 隆 站 ,一 均 为 零 . 而 且 7 一 (x.y.1) .7 只 是 


zy,t 的 函数 而 与 > 无 关 时 .上 式 化 简 后 得 
7 


| ) ) 
On 2 一 


7 元 一 "元 (10-12) 


或 与 为 
97 ggo7 9p97 9p oy 
jr 7 jyoy oe 当 ny) (10-13) 
这 就 是 波浪 运动 自由 表面 的 运动 学 条 件 ，。 
其 次 研究 水 波 目 由 表面 的 动力 学 条 件 。 在 自由 表面 上 压强 为 
大 气压 强 ,p 二 pp,。 令 p, 一 0. 即 只 考虑 相对 压强 .并 不 失去 问题 的 
普遍 性 。 于 是 式 (2-80) 可 写 为 
2 L(V) + ge—0 = 本 (10-14) 
外 为 自由 表面 的 动力 学 边界 条 件 ,或 可 写 为 
oy 


ot 
人 在 日 由 表面 上 之 所 以 有 两 个 边界 条 件 . 运 动 学 和 动力 学 边界 
.384 。 


二 二 (Vv) ?gy=0 (10-15) 


条 件 . 是 内 为 自由 表面 的 位 管 = w(xr,y,1) 是 未 知 的 , 它 是 波浪 运 
动 的 解 的 一 部 分 。 这 是 求解 波浪 运动 的 一 大 困难 。 而 两 个 边界 条 
件 均 为 非 线 性 更 增加 了 求解 的 难度 。 

当 表 面 波长 很 得 (大 约 只 有 几 个 厘米 的 量 级 ), 这 时 表面 张力 
(Csurface tension) 将 在 有 目 由 水 面 产生 作用 。 攻 表面 张力 系数 为 c， 
则 二 维 曲 面 单 位 宽度 上 作用 的 张力 工 为 

Tv (10-16) 
壤 考虑 如 图 10-3 所 示 一 做 段 榴 曲 的 水 面 BC, 水 面 上 的 作用 力 有 
大 气压 强 Pp ,水 面 下 的 压强 为 p, 在 径 同 , 力 的 平衡 为 
20sinAQa20Aa= (po— pp,)ds 
如 曲率 半径 为 尺 , 则 ds 二 2RAa, 于 是 得 


(p—pa)==0K (10-17) 


式 中 ; K 为 曲率 ,天 一 元 ,曲率 中 心 位 于 流体 一 侧 时 K 定义 为 正 


值 。 设 曲面 ds 与 水 平 轴 夹 角 为 5, 则 由 B 至 C 与 水 平 轴 夹 角 减 小 
了 了 2Aa. 可 见 : 


dit 2Aa 1 
ds ds RR 


(a) (b) 


图 10-3 弯曲 自由 表面 的 动力 条 件 呈 


”8 。 


又 ds: 一 dz 十 dy ,所 以 


人 SL) 


从 图 10-3(b) 可 看 出 tang 一 人 ,微分 之 有 


de _ 
ee vs -5 
因 sec 5 一 1 十 tan ,所 以 
dt 可 
dz 


一 一 一 一 一 ~ 10-18) 
ds 2 3 ( 


在 自由 表面 上 p. 一 0, 由 式 (10-17) 得 p= 万 二 oK。 伯 努 利 方 
程式 (2-80) 可 写 为 
2 FV + 人 十 wz 一 0 当 < 一 7 (10-19 ) 
了 二 维 的 情形 . 则 
VE) 十 + tge=0 当 = pr, yt) 


(10-20) 
式 中 : Ki,K， 为 自由 表面 的 主 曲率 ,Ki 十 K: 一 记 十 让 
底面 作为 固体 边界 , 式 (2-54) 的 边界 条 件 为 
= [sthlr. y,1) |=0 
通常 认为 底面 为 固定 边界 ,六 与 时 间 无 关 , 所 以 
agoh | apah , 99 加 ， 
了 一 jyvay 了 一 当 > 一 h(xr,y) (10-21) 
如 果 底 面 为 平面 ,z= 二 一 h,h 为 常数 (水 深 


) , 则 底面 的 边界 条 件 为 
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底面 处 垂 向 速度 {w 一 玉 ) 为 零 , 妈 


0% 
侧面 边界 条 件 (lateral boundary condition,LBC) 需 要 根据 实 
际 问 题 的 物理 本 质 确 定 。 
在 侧面 边 塞 上 ,波浪 的 周期 性 变化 可 以 表现 在 时 间 上 和 空间 
上 ,分 别 由 以 下 方程 式 表 示 : 
Crt)=$(zr+A,1) (10-23a) 
$x,t) = Pr, tT) (10-23b) 


10.2.4 波浪 运动 的 初始 条 件 


对 于 不 恒定 运动 应 给 出 流动 的 初始 条 件 , 即 $(x,y,z,0) 和 
7Cxzyy,0)。 右 波浪 运动 的 不 恒定 性 表现 为 周期 性 变化 , 即 
PCr yz,t) = Rel dlr, y,z)e™’] ‘10-24) 
此 式 意 味 看 在 波浪 的 稳 态 解 中 时 间 因 素 和 空间 因素 可 以 分 离 , 因 
此 只 需求 空间 分 量 , 则 无 需 特 别 的 初始 条 件 , 但 是 可 以 指定 : 在 z 
方向 传播 的 流 在 1 二 0 时 ,其 一 个 波峰 位 于 x=0 处 。 


10.3 微 幅 波 理论 


由 上 节 可 知 : 在 求解 波浪 运动 时 一 般 可 以 假设 流体 是 不 可 压 
缩 的 理想 流体 ;流体 运动 为 无 涡 运 动 ,流速 势 晴 数 了 满足 拉 普 拉 斯 
方程 ;线性 的 拉 普 拉 斯 方程 是 波浪 运动 的 控制 方程 ;由 拉 普 拉 斯 方 
程 解 出 流速 势 (x,y,z, 四 后 ,可 计算 流速 分 布 ,并 通过 伯 努 利 方 
程 得 到 压强 分 布 。 问 题 在 于 求解 拉 普 拉 斯 方程 时 ,作为 求解 域 边 
界 的 日 由 水 面 恰恰 是 求解 的 一 个 结果 而 不 能 巴 先 确定 ,而 自由 水 
面 边 界 条 件 又 是 非 线性 的 ,从 而 碰 到 很 大 的 困难 。 解 决 问题 的 一 
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个 途径 是 : 认为 波幅 A, 流 体质 点 的 速度 w 及 其 导数 等 与 其 他 特 
征 尺度 相 比 均 为 小 量 , 从 而 使 非 线 性 边界 条 件 线 性 化 。 对 于 很 多 
波浪 问题 而 言 , 这 种 假设 是 合理 的 ,例如 与 水 深 或 波长 相 比 波幅 为 
小 量 ，。 


10.3.1 微 幅 波 理论 中 的 控制 方程 和 边界 条 件 


考虑 等 水 深情 况 下 的 二 维 正 弦 水 波 。 
1. 波浪 运动 的 控制 方程 
‘pp 99 、 
3 + 当 一 ceo<y<occ hz y，(10-25) 


2. 边界 条 件 
(1) 在 目 由 水 面 上 
人 运动 学 条 件 


27 ds z= px,t) (10-26) 
多 动力 学 条 件 
OF 1 (yg) + gz=0 当 z= n(x ,1) (10-27) 
(2) 在 底面 
2 一 0 当 z 一 一 / (10-28) 


对 于 微 振 幅 波 ,$ 与 w 均 为 小 量 , 可 以 令 


$(r,z,i) 一 一 >》 eb, (x,z,t) 当 E< 和 1 
n= 二 1 


n(x Lt) 一 Serp, (zy 当 e< 扫 1 
于 是 控制 方程 式 (10-25) 可 以 写 为 
Vi$=0 n=1,2,3,. 
底面 边界 条 件 式 (10-28) 可 以 写 为 
* 388 。 


sg 当 > 一 一 太 4 证 


自由 水 面 运动 学 条 件 式 (10-26) 可 以 写 为 


EN t+ 9 由 TD | 
i jrT 


OP, (Xx, nt) 
7 Ea 


) op, ( 7,1) 


dm 2 9 np» 
x Ge ee > 


dT 
(rn,1) 


中 之 


es Hs 


将 此 式 展 开 , 有 


e te te 9 CT 9 ，. 


dr a 


09 (XI， W/E 9p, (rt,n,t) 
oO dz 


由 于 7 为 小 量 ,$ (xz,7,1) 可 以 在 z= 二 0 处 被 展开 为 泰勒 级 数 , 即 


网 (Tt 一 加 (六 ,0 0.D + ) +47 (Se) + 


ee (10-29) 


(10-30) 
将 式 (10-30) 代 入 式 (10-29), 可 得 
e 2 0 7 2 oP Cx,0,1) 9n a dp (xr,0,7) 
本 i dx eT pe 
， 9 q 9 
Fe? » 5 0,2) ep Ce 当 z=0 (10-31) 
按 s 的 次 数 分 别 得 到 
E : 也 一 a De 当 zx 一 0 (10-32a) 
， 9 ee dP J 
SE or 机 六 3 = (10-32b) 


日 由 水 面 动 力学 条 件 式 (10- 27) 可 用 同样 方法 处 理 ， 得 
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ee + | 4 2 ‘)(s te) 


xs e+ + ) 十 sgh 十 eg 入 十 二 0 = TD) 


(10-33) 
将 $9 在 (r,0,1) 展 开 为 泰勒 级 数 如 式 (10-30), 代 入 式 (10-33) 得 
OP CTO0) , , of Cr.0,7) , OP Cr.0.1) 
~ or Ten Qt92 “Te ot + 
1 ,fop Cr.0,.1)71: 1 oP (Cr.0.7) 
ri [| + 
二 eg 十 Ei gp 十 "… 王 0 (10-34) 
按 s 的 次 数 分 别 得 到 
-a m0 当 < 一 0 (10-35a) 
og 09$. 


9 中 2 口 2 
元 (3 六 当 >=0 (10-35b) 


由 的 表示 式 给 出 波浪 运 动 的 线性 理论 好 做 幅 流 理论 。 微 幅 波 


理论 可 表述 如 下 : 
V:$=0 当 一 co<<xz<ccoc 一 hn< zx<<0 (10-36) 


边界 条 件 为 
an 9% oe - 
7 一 0 当 z 一 0 (10-37) 
op 、 
08 _, si (10-39) 
dz 


其 中 上 自由 水 面 ( 此 处 为 z=0) 上 的 两 个 边界 条 件 , 即 式 (10-37) 及 
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式 (10-38) 可 以 消去 7 而 得 到 ?的 -个 变量 的 关系 式 为 
oO:9 op 


jgj 0 当 z=0 (10-40) 
求解 压强 场 的 伯 努 利 方 程 (2-80) ,可 用 同样 方法 线性 化 ,为 
Aap 本 p_ 

2 (10-41) 


10.3.2 微 幅 进 行 波 


等 水 深 水 域 微 幅 波 的 线性 理论 也 称 为 爱 利 (Airy) 理 论 。 其 控 
制 方程 和 边界 条 件 如 上 市 所 述 。 对 于 二 维 微 幅 进 行 波 (progres- 
sive Wave) ,可 蕊 

p=$(r,z2,t) = (Cr Zz) TL) (10-42) 
从 而 使 用 分 离 变 量 法 (separation of variables) 来 求解 线性 偏 微 分 
方程 一 - 拉 普 拉 斯 方程 (10-36)。 式 中 的 XCz) 为 只 依赖 于 变量 x 
的 某 个 函数 ,Z(z) 只 依赖 于 >z 而 工 ( 纪 只 依赖 于 时 间 1。 由 于 $ 在 
时 间 上 是 周期 性 的 ,因此 可 命 T()==e™， 

因为 ?在 x 轴 上 的 解 是 周期 性 变化 的 ,因此 选择 流速 势 函 数 
?为 

Pr,z,t)—= (Asinkri+ Becoskr) (Ce”® + De 二 ye (10-43) 
式 中 : A、B、C.D 为 任意 常数 ,需要 用 边界 条 件 确定 其 数值 。 

首先 为 满足 周期 性 的 要 求 ,对 式 (10-43) 进 行 分 析 。 由 式 
(10-23a) 得 

Asinkgrt+ Becoskr =Asink(7rA)t Beosk(rt a) 
—A(sinkxrcoskAt+ coskrsinkd) 
二 B(coskrcoskA— sinkrsink4) 
(10-44) 
只 有 当 cosk4 一 1 和 sink4 二 0 时 式 (10-44) 才 能 成 立 , 所 以 必须 要 
求 刀 三 2r ,也 就 是 说 流速 势 函 数 ”要 满足 周期 性 变化 ,或 (10-43) 
* 391 。 


中 的 & 必须 满足 = 到 。 


其 次 利用 底面 的 边界 条 件 , 当 水 深 不 变 为 ,如 式 (10-39) 所 


示 , 当 > 一 一 内， 一 0， 将 式 (10-43) 的 ?和 值 代 入 式 (10-39) .得 


2 一 (Asinkri Becosk7x) (Chke “— Dhke™ )e” 一 


C= De'” (10-45) 
将 式 (10-45) 代 入 (10-43) 式 得 
=k(Asinkrt+ Becoskr)De” (et 3 | e thr )ei 
~—2kDe” (Asinkrx+ Bcoskr)chk he)e™ 
可 将 2kDe” 吸收 到 任意 系数 A 和 B 中 去 , 则 流速 函数 & 可 以 写 为 
$= (Asinkrt Becoskr)chk(h + 2)e” (10-46) 
再 次 应 用 自由 表面 的 边界 条 件 式 (10-40) ,将 式 (10-46) 的 4 
代 信 式 (10-40) ,于 是 得 到 一 个 很 重要 的 关系 式 。 即 
w =: gkthkh (10-47) 
称 为 色散 关系 式 (dispersion relation)。 利 用 这 一 关系 ,对 于 在 正 
工 方 癌 传 播 的 波 来 说 ,有 
$={chk(h+2) es (10-48) 
式 中 : G 为 常数 。 波 浪 运 动 中 如 果 不 加 说 明 , 则 一 般 只 考虑 乡 中 
的 实 部 。 
最 后 由 日 由 表面 的 动力 学 条 件 式 (10-38) 可 求 得 波 面 7, 即 


1 1%| 2G 
式 中 ; 万 为 波 高 。 从 而 可 得 常数 GG 为 
= (10-500) 


* 392 。， 


将 G 值 代入 式 (10-48) 可 得 流速 势 函 数 $ 为 


Hgchk(hz) 区 下 r a) i 
p= pe (10-51) 


由 此 式 可 见 流 速 势 函数 ?表示 为 xz 的 范 数 ,其 数值 与 波 高 五， 
波 数 &, 水 深 刀 ,频率 中等 因素 有 关 。 
由 式 (10-51) 表 示 的 ?代表 进行 波 ,是 水 面 波 浪 运动 的 一 种 基 
本 的 类 型 。 由 波 速 < 一直 的 定义 可 得 
Ai CLO0=32) 


波 以 波 速 c 癌 右 传播 时 ,kx 一 wt 将 维持 不 变 , 因 此 w 也 维持 不 变 ， 
好 波浪 维 持 形 状 不 变 。 例 如 当 t==0 时 =zxo ,kr 一 wt 二 kxo ;而 当 
tf 二 tf 时 ,xX 二 十 cy 则 一 wt 二 kk《Xr 一 Cc) 二 上 zo ,可见 &z 一 中 保持 
为 常数 不 变 , 从 而 说 明 在 传播 过 程 中 $$ 值 也 保持 不 变 。 如 果 $ 是 
(kr 十 wt) 的 正弦 或 余弦 明 数 , 则 cc 必 为 负 值 , 即 波 浪 自 右 向 左 传 
播 。(kXx 一 wi) 称 为 波浪 的 相位 也 数 (phase function)。 (kr 一 wt) 


中 若 时 间 1 保持 不 变 x 增加 一 个 2 二 nA 时 7 值 保持 不 变 ,而 若 x 


保持 不 变 :增加 一 个 22K=wT 时 了 值 也 保持 不 变 , 由 此 可 进一步 


理解 波长 4 和 半期 工 的 含义 ,2 为 一 co 一 co 之 间 的 整数 。 相 位 函 
数 表 示 的 是 在 相 邻 波峰 之 间 波 的 一 个 位 置 。 


10.3.3 微 幅 进行 波 的 特性 


上 上 世 导 出 了 等 水 涤 微 幅 进 行 波 的 流速 势 函 数 》 如 式 (10-51)， 
由 此 式 出 发 可 以 得 到 微 幅 进 行 波 的 一 些 特性 ,而 这 些 特性 在 工程 
实践 中 是 很 有 用 的 。 
1. 小 面 
汉 面 由 式 (10-49) 所 确定 ,这 里 取 正 号 ,与 一 Asin(Rz 一 at) 只 
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有 相位 差 而 波形 不 客 。 其 波 面 为 
n= Asin(kzr— wt) (10-53) 

式 中 : A= 克 为 波幅 ;k 为 波 数 ;w 为 圆 频率 。 

由 式 (10-53) 可 见 等 水 深 微 幅 进 行 波 为 一 正弦 波 。 当 然 如 果 
用 余弦 波 表示 则 与 正弦 波 相 盖 90"。 波 面 沿 xz 轴 为 一 正弦 曲线 ， 
波 面 的 最 高 点 波峰 位 于 = 二 A 处 ,而 波 面 的 最 低 点 即 波 从 位 于 
> 一 一 4 处 , 波 高 五 二 24。 在 工 坐 标 为 革 一 定数 时 .通过 该 点 的 波 
随时 间 的 变化 也 是 正弦 变化 , 波 面 在 一 A 与 A 之 间 变 化 ， 

2. 色散 关系 

式 (10-47) 所 表示 的 色散 关系 式 中 ,由 于 = 元 ,所 以 可 得 

A 


2:_A ww_g _ 
C rn thpeA (10-54) 
或 者 写 为 
2nh - 
‘二 gh (< . ) (10-55) 


式 (10-55) 为 波 速 与 波长 的 关系 。 由 色散 关系 式 (10-47) 还 可 以 
得 到 


= T h( 守 ) (10-56) 


根据 波长 4 与 水 深 的 对 比 关 系 可 以 将 波 分 为 浅水 波 和 深水 
波 , 这 两 种 波 的 运动 规律 不 同 ,色散 关系 也 不 同 。 
(1) 浅水 波 


当地 1， 也 就 是 说 广 读 1. 这 时 发 生 的 波 称 为 浅水 波 (shallow 


了 
water waves) 或 称 为 长 疲 (long wave)。 由 于 thz 一 一 河 十 …… , 当 


令 r=] 时 . th (Se )= < ,得 


/th (= (Sm) = Veh (10-57) 


式 (10-57) 说 明 对 于 长 波 其 波 速 c 等 于 Vgh ,只 与 水 深 4 有 关 。 
(2) 深水 波 


当 交 六 1, 即 当 二 < 必 ] 时 的 波 为 深水 波 (deep water wave)。 对 
于 深水 波 ,海底 对 波浪 的 影响 可 以 忽略 ,此 时 kh 宇 1,thkh 一 1.0， 


从 而 涤 水 流 波 速 co 为 
四 /BE4 三世 _ 


由 式 (10-58) 可 见 深水 波 的 波 速 与 水 深 无 关 ,只 决定 玉 / 各 。 也 就 
是 说 只 与 波长 有 关 。 令 深水 波 的 波长 为 ,由 式 (10-56) 得 


= 起 Tth (= 人 (10-59) 
因此 一 般 可 用 下 陈 表 示 任 意 水 深 时 的 波长 。 即 
A=A,thkh (10-60) 
还 可 以 把 流速 c 表示 为 
c=covthkh (10-61) 


可 多 一 定 周期 的 波 当 进入 浅水 区 域 时 它们 的 波 速 会 降低 。 

式 (10-49) 所 表示 的 进行 波 中 当 相 位 因数 Rzr 一 oz 为 某 一 固定 
数值 ,也 吏 是 说 当 有 & 河 w 为 常数 ,这 种 波 称 为 单 色 行 进 波 。 陈 
(10-47)、 式 (10-54) . 式 (10-56) 是 色散 关系 的 不 同形 式 。 之 所 以 
称 为 色散 关系 式 古 表明 当 进 行 波 包 人 洛 了 很 多 不 同 波 长 的 流 时 ,不 
同 波长 的 波浪 分 量 将 由 于 它们 的 波 速 不 同 而 在 传播 过 程 中 互相 离 
散 (dispersion)。 由 此 可 见 浅 水 波 是 非 色 散 的 ,而 深水 波 则 是 色 
散 波 。 

在 次 水 和 浅水 中 波 的 色 艇 关系 式 是 不 同 的 ,分 别 为 
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在 深水 中 艺 六 1, 有 


w= gkpthkh~ gk (10-62) 
、 h 
在 浅水 中 和 全 <1. 有 
w 一 BRthR 人 8 (10-63) 
一 般 情 况 下 可 以 按 以 下 分 区 划分 深水 波 与 浅水 波 . 
a 人 A 一 1 so > Ey 
Rh < B= 全 环流 ( 攻 流 ) 
nn . | ] hn ] Par 、 _ 
16<kh<x 即 区 所 元 雪 坟 ”为 中 等 水 深 > (10-64) 
br。 即 全 之 方 为 深水 波 (短波 ) 


波 速 随 波 长 的 变化 关系 如 图 10-4 所 示 。 图 中 还 绘 出 了 在 深水 和 
浅水 中 流速 的 近似 公式 如 虚线 所 示 。 


深水 波 CLdE ”浅水 波 c=,/88 


2 一 一 
a 


0 2 4h 6h 8h 10h 12h 14a 
| 


图 10-4 波束 与 波长 关系 中 
3. 流 吗 数 
微 幅 进行 波 的 流 困 数 &% 可 以 由 式 (10-51) 的 流速 势 栅 数 弥 通 
过 柯 西 - 黎 曼 条 件 式 (6-25) 得 出 。 即 


Hgshk(h+t 2) 
2wchpkh 


如 未 使 坐标 系 跟 随 波 当 运动, 则 可 得 到 对 于 动 坐 标 系 而 言 的 一 个 
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(Xt) = sin(kr— wt) (10-65) 


恒定 的 流 图 数 形 式 。 印 
,Hgshk(h+i2z) . | 
TXT) = RD Ss kx (10-66) 


Cz 代表 个 加 上 去 的 一 个 均 实 流 。 


4. 水 流质 点 运动 
由 流速 势 了 可 求 得 波浪 运动 中 的 速度 场 。 即 


9 ,Hgchk(httz) . 
4 一 了 一 SE sIN(kI— wt) (10-67) 
a9 Hgchk(hz) _ 

WwW 二 一 ee COS(EI— wt) (10-68) 


由 上 两 式 可 见 : 在 某 一 固定 位 置 处 ,z 方向 的 水 流质 点 速度 较 z 
方向 水 流质 点 速度 w 滞后 90"; 水 平 速度 " 的 最 大 和 最 小 值 发 生 
在 (kz 一 wt) 一 也 ,让 ,…, 即 在 波峰 和 波 谷 位 置 ; 生 直 速度 ww 的 最 
大 和 最 小 值 却 发 生 在 (kz -wt) = 0,r,…, 这 里 为 原平 衡水 面 z=0 
处 。 图 10-5 中 分 别 绘 出 了 四 个 相位 , 即 rz 一 0, 直 ,守卫 4 处 流速 


u 和 ww 的 分 布 。 在 z 一 0, 仿 处 u 为 零 而 在 z 一 寺 , 交 处 w 为 地 。 


Jb 
Whe 


/ 


Yt 
| 
| 
>» 
一 
| 
> 


5 


图 10-5 进行 波 中 的 流速 分 布 
设 流 场 中 


求 得 流速 后 可 以 进一步 得 出 水 流质 点 的 运动 轨迹 。 
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一 点 Xo (zeyzo) 为 水 流质 点 的 平均 位 置 , 或 者 说 它 的 平衡 位 置 。 
在 波浪 的 压力 下 流体 质点 将 由 x 运动 到 x, (zi ,zi) 处 。 在 线性 理 
论 中 可 以 认为 xi 点 处 的 流速 与 xo 点 处 的 流速 相差 为 二 阶 小 量 因 
而 可 忽略 不 计 。 在 x=xo 处 的 流速 为 


dx 
-一 一 Me 十 e. 
dr 


Hgchk(ht zo) 
2wchph 


2wchkh 


位 移 (x; 一 xo) 可 由 上 式 积分 得 到 


z1 Hgchk(h+ zo) . / 
oa fet i 
XO 于 | x k Dc pp sin(kro — wi)e, 


一 一 上 sin (kx, — wt)e, 


十 k 


cos(kro — wt)e. 


Hg shk(h+t zo) 
2wchkh ~ 


Hgchk(h+t zo ) 
2w’ chkh 


Hepgshk(h+ xzo ) | 
2c ch 


~ ée, + te, 
由 于 是 在 x 二 xo 处 ,所 以 在 X= 二 xo ,z= 二 zo 处 , 今 


二 Os( kz, 一 opDe |d 
DSCRT。 一 一 wt)e, 


一 天 InCRZ — wt)e. 


kHg 
4 一 7 chA( 记 十 xo ) (10-69a) 
AS . z | 
vp Er Shk Ch +t zo) (10-69b) 
消去 时 间 参 数 1 ,可 得 
2 十 生 于 (10-70) 
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由 于 ch& (AR 十 zo)> 盖 sh&e(A 十 z)( 风 图 10-6), 所 以 a 之 5, 即 式 
(10-70) 表 示 一 个 椭圆 方程 。 也 就 是 说 水 
波 中 流体 质点 的 近似 轨迹 为 一 椭圆 ,长 轴 4 
为 24, 短 轴 为 22, 长 轴 在 水 平方 向 。 随 着 
位 置 zx 回 水 下 增加 ,质点 轨迹 椭圆 的 压缩 3 
系数 二 减 小 。 


在 半 衡 水 面 , 即 xo 王 0 处 的 水 流质 点 
的 位 移 轨 和 迹 一 一 椭圆 的 短 轴 5, 可 将 色散 
关系 式 (10-47) 代 入 式 (10-69b) 得 到 
H kg H 
2 > thgh = 三 了 
式 (10-71) 说 明 这 时 质点 轨迹 在 z 方向 最 

H H ee 图 10-6 shzx,chx 和 
三 Pa eg 1 此 ly 
高 为 而 最 低 为 5 也 就 是 说 这 些 水 流 a 
质点 组 成 了 水 波 的 自由 表面 ,不 会 有 其 平 >co 时 thz 的 渐 近 线 6 
衡 位 置 比 z=0 更 高 的 水 流质 点 存在 。 

对 于 浅水 波 ( 寺 < 充 ,利用 浅水 的 近似 做 法 , chkh 二 1， 
thkh 二 kh, 并 应 用 色散 关系 可 得 

H gk H |]1 Ha _ HT 


0 = (10-71) 


0 


Ee D0 kh 4nh dx CO 
Hshk(hi+z) 殖 Zo | 
bp 了 (1 十 交 (10-72b) 


在 推导 (10-72a) 时 用 到 了 未 二 c=V88。 由 此 式 可 看 出 a 与 质 质点 
位 置 = 无 关 , 即 沿 水 深 上 下 ,轨迹 椭圆 的 长 轴 不 变 。 由 (10-72b) 看 
出 6 值 与 质点 位 置 z 有 关 , 当 <==0 时 b= 区 , 当 zo 一 一 时 6 一 0， 
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水 流质 点 轨迹 如 图 10-7(a) 所 示 。 


图 10-7 不 同 水 深情 况 下 水 流质 点 的 轨迹 


对 于 深水 波 { 交 之 六 ) ,轨迹 酉 圆 的 长 得 轴 可 化 简 为 


4 = 了 ec (10-73a) 
pb 一 er 一 a (10-73b) 


由 上 两 式 可 见 在 波浪 传播 中 水 流质 点 的 运动 轨迹 为 加 ,如 图 
OT zo 呈 指 数 关 系 , 随 深度 


变 小 。 当 zx 二 时 a 二 0 一 e“, 此 时 图 半径 只 有 水 表面 圆 半径 


的 4 %, 可 以 忽略 。 图 10-7(b) 表 示 中 等 水 深 的 情况 ， 
对 流速 求 导 可 以 得 到 加 速度 分 量 , 这 里 由 于 只 考虑 线性 项 , 因 
此 只 保留 当地 加 速度 而 牵 移 项 为 二 阶 项 可 忽略 。 


du HH ; chk(hz) 
oat 2 shpkh 


| 


COs({Ekr ~— wt) (10-74) 


oo _ HH : shk(ht 2).. 1M_7F 
Fr = 本 ppp n(kr — wt) (10-75) 
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这 里 应 用 了 色散 关系 w 一 gkthkh。 
5. 波 压 分 布 
微 幅 进行 波 中 的 压强 分 布 可 由 伯 努 利 方程 式 (10-41) 求 得 ， 
这 里 考虑 的 是 相对 压强 , 刀 .=0; 流 速 势 函数 风 由 式 (10-51) 给 出 。 
3 风 
po "pa 


0 = sinCkr i) C06 
式 中 : 第 一 部 分 (一 pgz) 为 静水 压强 ,即使 没有 波浪 运动 ,这 一 项 
也 仍然 存在 ;第 二 部 分 是 由 于 流浪 运动 而 产生 的 动 水 压强 ,也 称 为 
净 波 压 。 如 果 在 式 (10-76) 中 令 


chk(h + zz) 


IN RE 


(10-77) 


则 式 (10-76) 可 以 写成 


人 TK,(z)sin(kr — wt) (10-78) 


KK,(z) 称 为 “压强 感应 系数 ”(pressuse-responee function)。 在 平 
衡水 深 (z= 二 0) 以 下 时 KK,(z) 总 是 小 于 1. 0。 动 水 压强 是 由 两 方面 
原因 所 构成 :一 是 由 于 波动 而 使 水 面 发 生变 化 ,从 而 改变 了 压强 分 
布 ; 为 外 一 方面 的 原因 是 在 波动 中 出 现 铅 牌 方向 的 加 速度 ,而 垂 问 
加 速度 与 水 面 的 波动 相位 相差 x。 图 10-8 绘 出 了 自由 表面 波 下 
面 的 压强 分 布 图 ,特别 标明 了 由 动 水 压强 导致 的 压强 分 布 。 压 强 

感应 系数 随 水 深 变 化 ,在 平衡 水 面 z= 一 0 处 ,K,(z) 有 最 大 值 为 


1.0, 而 在 海底 < 二 一 h 时 KK,(z) 二 下- 


chkh 
6. 波 能 量 
波浪 运动 中 的 能 量 包 括 势能 和 动能 。 势 能 的 变化 是 由 于 水 面 
的 波动 使 波浪 下 面 的 水 体 偏 离 了 原来 的 平衡 状态 而 引起 的 。 动 能 
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ps 
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图 10-8 波 混 作 用 下 压强 分 布 全 


是 由 于 在 波浪 的 影响 下 整个 流 场 中 的 流体 质点 都 在 运动 ,从 而 具 
有 动能 .。 

在 单位 宽度 的 二 维 重力 波 中 ,每 一 个 波长 里 由 于 波浪 运动 而 
产生 的 流体 势能 (potential energy,PE) 的 增值 (与 平衡 水 体 相 比 
较 ) 为 


A 
PE 一 | dz dzr(Corv)9 
0D 0 


] “1 五 、 .， ， 
= Soe| (3) SImn (kr -— wt )d7 


— ps (3)2 (10-79) 


在 上 式 推 导 中 应 用 了 式 (10-53) 中 7 的 公式 。 
在 同样 波长 中 其 动能 (Kinetic energy ,KE) 为 
] ; 


中 注意 这 里 dz 的 积分 上 上 下限 为 0 一 w. 如 果 是 全 部 水 体 的 势能 则 积分 限 为 
一 一 7。 当 未 出现 波浪 时 ,原平 衡水 体 其 势能 则 为 | | (pgz)dzdz， 
402 ， 


由 于 V2$==0, 所 以 此 式 可 写 为 
1 
KE 一 了 ol V» ($ VP)dV 
根据 附录 工 .15 高 斯 公式 ,得 
go z0)| ($ v$) » ndS 


并 35d5 


左右 两 个 侧面 上 ? 恩 -大 小 一 样 , 方 向 相反 ,互相 抵消 。 在 底 庚 


:一 一 h 的 面 上 时 一 0。 因 此 上 $ 35dS 中 只 有 自由 表面 上 # 吕 的 


贡献 ,而 在 线性 理论 中 为 = 一 0 的 而 上 “的 贡献 ,注意 是 间 


位 宽度 ,因此 上 式 可 与 为 
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Pl 
A ee 本 
将 式 (10-51) 的 了 值 代入 上 式 , 得 
1f He 加 Hek shkh ,| 
KE 二 2 P| 3 COS(kz wt) | 8 可 COS( RT o0) |dz 


引用 色 获 关系 式 w= 二 gkthkh, 则 


2 A 
KE og ( 宁 ) | cos Cz — wt) dx 


a log (2 ) 2 (10-80) 
由 式 (10-79) 及 式 (10-80) 可 见 : 在 微 幅 进 行 波 中 一 个 波长 的 水 体 


所 具有 的 势能 与 动能 相等 , 均 为 一 了 Pg ( 字 ) 4, 而 总 能 量 则 为 


2 
on = PE+KE = 3p8 (2) A (10-81) 
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单位 长 度 流体 的 平均 动能 和 平均 势能 均 为 二 og [分 ) ,总 能 量 为 E 


称 为 波 能 Cwave energy), 即 


E = 1pg (3) (10-82) 


波 能 只 与 波幅 A 从 的 平方 有 关 而 与 水 深 无 关 ， 


微 幅 进 行 波 在 行进 过 程 中 由 于 水 流质 点 的 运动 轨迹 均 为 封闭 
的 曲线 ,因此 波 的 传播 并 没有 质量 的 输送 ,但 是 水 波 却 沿 其 传播 方 
向 输送 能 量 ,否则 的 话 波 也 就 不 会 传播 。 能 量 的 输送 率 称 为 能 量 
通 量 (energy flux)F;。 在 微 申 进 行 流 中 任 取 一 垂直 断面 , 则 在 一 
个 波 当 周 期 工 的 时 间 内 该 断面 上 动 水 压强 ps 所 做 的 功 应 为 向 断 
面 男 一 侧 水 体 输送 的 能 量 , 当 然 能 量 的 输送 是 在 波浪 进行 的 方向 。 
设 一 个 周期 的 功 为 W, 则 


了 六 0 
W =- | | pa « udzd! (10-83) 
0 —h 
则 能 量 通 量 /为 
了 P0 
Er 一 地 | | pe udedt (10-84) 
To 


将 式 (10-76) 中 压强 的 动 水 压强 部 分 及 式 (10-67) 中 流速 x 代入 上 
式 ,可 得 


E,=— 于 | | [四 7 sin(kr — cwt) | 


ch 


H g chk(h++ zx). 加 
xX I 证 sin(kx wt) |dzdi 


了 ro 2 2 
-一 二 | | og 人 (三 ) ws in’ (kr — wt ) dzdt 


ee (HL) 2kh + sh2kh 
4k \2 sh2kh 
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= egH? 所 [二 (1 二 | (10-85) 


8 sh2kh 
式 中 : 十 pg 下 :一方 pgA? 表示 波浪 单位 长 度 的 总 能 量 E; 凶 一 < 为 
波 速 ; 令 亏 (1 十 -fj ) 一 代表 波 速 的 一 个 系数 。 式 (10-85) 可 
写 为 


E, = Enc (10-86) 
下 节 会 看 到 nc 为 波 群 的 群 速度 。 系 数 n 对 于 深水 和 浅水 情 


况 取 值 不 同 ,深水 中 n 一 元 而 浅水 中 x 一 1。 所 以 在 深水 中 波 能 的 


传播 速度 只 有 波 速 的 一 半 ; 在 浅水 中 则 波 能 的 传播 速度 与 波 速 相 
同 。 这 是 因为 浅水 中 波 为 非 色散 波 的 原因 


10.4 微 幅 波 的 从 加 
上 节 讨 论 微 幅 波 时 已 知 流体 运动 存在 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 势 
函数 $, 因 此 可 以 采用 势 函 数 盔 加 的 方法 解决 某 些 波浪 运动 问题 ， 
10.4.1 驻 疲 


当 - - 微 幅 波 在 等 水 深水 域 中 行进 ,如 在 z= 二 b 处 有 一 垂直 墙 ， 
则 微 幅 波 被 直 墙 反射 而 形成 与 入射 波 (incident wave) 反 方向 的 反 


“” 峰 波 (reflective wave) 。 定义 反射 波 的 波幅 -与 人 射 波 的 波幅 


的 比值 C = 于 为 反射 系数 (reflection coefficient) ， 对 于 完全 反 


射 (perfect reflection),C. 一 1。 又 假设 反射 波 的 频率 与 波 数 与 人 
射 波 相同 。 此 时 流速 势 图 数 为 人 射 波 和 反射 波 流速 势 另 数 之 和 。 
* 405 。 


设 入射 波 流速 势 函 数 略为 


p, — A & Tcos(kr 一 ou] (10-51) 

m = Asin(kr — wi) (10-53) 
反射 波 流 速 势 函数 点 为 

上 = A & REE cos( kr + wt) (10-87) 

pp = Asin(kr + wt) (10-88) 


和 人 射 波 与 反射 波 秋 加 后 形成 的 波 为 驻 波 (standing wave) 或 称 立 
波 , 其 流速 势 了 为 

史 一 p 十 多 一 ?A 全 
和 琶 加 后 的 流 形 为 


chk(h -+ ) 
chkh 


coskrTcoswrt (10-89) 

7— 7 二 my = 2Acoskrsinwi (10-90) 
对 于 任意 固定 时 间 ,例如 := , 驻 波 表 面 为 一 余弦 曲线 ,其 波幅 为 
2Asinwt; 。 对 于 任意 固定 位 置 , 例 如 x 二 xi, 驻 波 表面 随时 间 呈 信 


谐 变化 。 对 于 kr 二 和 9 一,(n 二 0, 土 1, 十 2,…) 的 点 ,7 在 任何 


时 刻 都 是 零 ,也 就 是 说 这 些 点 永远 位 于 平衡 水 面 (z= 二 0) 处 ,这 些 点 
称 汶 节点 (nodes)。 而 对 于 kx 二 nn7 的 点 ,该 点 处 在 任何 时 间 都 是 
水 面 位 移 最 大 的 点 称 为 波 腹 (antirnodes)。 当 sinwt= 二 十 1, 即 


1 一 1 时 7 二 十 2Acoskx 表示 振幅 达到 最 大 值 。 波 腹 处 的 


最 大 值 为 人 射 波 波幅 A 的 两 倍 。 驻 波 已 经 失去 了 进行 波 的 特性 ， 
并 不 在 工 方向 传播 而 只 是 原 地 上 下 振荡 。 图 10-9 绘 出 了 驻 波 与 
进行 波 可 资 比较 。 

通过 式 (6-25) 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 可 由 驻 波 的 势 函 数 式 
(10-89) 求 得 驻 波 的 流 琢 数 y, 即 


W 一 一 2A 二 sinkr coswt (10-91) 
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(a) 进行 波 
A 


一 一 一 一 一 一 


n(x,T/4), 上 包 线 


n(x,3T774), 下 包 线 
(b) 驻 波 (Cr=1.0) 


图 10-9 ” 驻 波 与 进行 波 的 比较 


(a) 进行 波 (b) 进行 波 
坐标 系 固定 坐标 系 以 波 速 前 进 
等 热线 ( 实 线 ) 流 线 ( 虚 裂 线 ----) 


图 10-10 ”波浪 运动 的 等 势 线 与 流 线 '™ 


图 10-10 绘 出 了 进行 波 和 驻 波 的 等 势 函 数 线 ( 等 势 线 ) 和 
驻 波 下 面 水 质点 的 流速 可 从 流速 势 函 数 了 导出 , 即 
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9 gk chk(h++ 2z). 
一 天 二 一 2A pp sinkrx coswt 

一 一 24w ET 2 Sinkr coswt (10-92) 
Yo 一 2 — 2A 4 人 SM 0 Coskr cose! 

一 2Aw coskr cose1 (10-93) 


本 进行 波 的 情况 相似 , 驻 波 中 流速 也 随 距 底面 高 度 的 增加 而 增加 ， 
u 的 最 大 值 发 生 在 节点 断面 而 w 的 最 大 值 发 生 在 波 腹 断面 ,如 
图 10-11 所 示 。 在 入 点 断面 w 一 0 而 在 波 腹 wu 一 0。 


= 
—= 


一 中 本 一 全 一 
-= 


图 10-11 驻 波 中 水 流质 点 流速 分 布 


由 式 (10-92) 及 式 (10-93) 可 看 出 水 平 与 延 直 流速 之 间 并 无 
相位 差 ,因此 在 某 些 时 间 如 当 /二 闻 时 ,水 平 瞬时 流速 与 垂直 瞬时 


流速 可 同时 为 零 , 全 部 水 体 为 静止 状态 ,这 时 波 能 全 部 为 势能 ;而 
在 某 些 时 间 如 当 波 面 处 于 平衡 水 面 时 波 能 全 部 为 动能 。 前 面 在 
zz 一 0 处 设 一 垂直 去 ,此 墙 处 的 边界 条 件 应 为 


a 

区 | 二 
由 此 可 见 垂直 墙 的 位 置 应 为 kr 二 k6 二 nn,n 为 整数 。 因此 0 一 椰 1, 也 
就 是 说 王 直 墙 应 位 于 波 腹 处 ， 
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驻 波 中 水 流质 点 的 运动 轨迹 可 用 与 进行 波 中 同样 的 方法 求 
得 。 设 平衡 位 置 为 x。 的 水 流质 点 在 波浪 压力 作用 下 移动 到 


dx 


Te vy = 
di | 
-一 ME 十 TWwe. 
— 2Aw Ce 二 和 2 IDRzrucosctle . 
十 24mw 2 204coskr。 coswre, 


位 移 x 一 xo 可 由 上 式 积 分 给 出 , 即 


一 Xo 一 | 一 24 A Sm SINkr. coswte, 
shgph 
hkCh 
2Aw ospr, coswie. |dt 
一 人 sinkro sinwte, 
十 2A A sinwte, (10-94) 
shkh 
今 
hk h 0 。 
al 一 一 24 tinkz, (10-95) 
shk(h 十 zo ) _ 
pi = 2A Te COSELT 0 (10-96) 
于 是 有 
Xl ”~ Xo 二 Qi Sinwt (10-97) 
之 ] 一 之 0 一 pb Sinwr C10-98) 


由 上 两 式 可 见 驻 波 中 水 流质 点 在 平衡 点 附近 做 直线 振荡 。 质 点 振 
菏 的 振幅 和 斜率 随 平衡 点 的 位 置 Cz ,zo) 而 变化 ， 
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斜率 为 


zi—z bh shk(h zo) coskro 
六 一 Xo Qi chk(h + <,) sinkro 
—— thk(h + zo )cothkr, (10-99 ) 
振幅 为 
(a? + 6)7 一 i Fchi kh zo ) sin: kr, 
+ shik(h 4 vo) cos kr, | (10-100) 
振动 的 频率 都 是 w。 例 如 在 水 底 ,z 二 一 h, 质 点 轨迹 的 斜率 为 0， 


siNnk7 0 


因此 水 流质 点 均 是 水 平 振动 .其 振幅 为 | 一 24 Se | 。 在 波峰 和 


波 谷 处 ‘on 作为 二 本 上 水 和 上 在 节点 


处 zx 二 (2n 十 1) 广 ,斜率 为 0, 水 流质 点 作 水 平 振动 。 图 10-11 同 


洗 表 示 了 水 流质 点 报 动 的 情况 
驻 波 下 面 水 体 中 的 压力 分 布 仍 由 线性 化 的 介 努 利 方程 式 
(10-41) 求 得 ,其 中 流速 势 涡 数 由 式 (10-89) 给 出 。 即 
P= Pz PP, 


=— gz +2 Tp8 tcoskrsino: (10-101) 


压强 感应 系数 天,(z) 为 
加 Ce 


与 式 (10-77) 进 行 波 的 压强 感应 应 系数 相同 ， 讨 踢 户 为 
Pp 一 一 Cgz 十 “< PEK s(x) coskr siner (10-102) 
由 式 (10-102) 可 以 看 出 : 在 节点 下 面 压 强 只 有 项 压强 (一 cgz)5; 动 
压强 与 水 面 波 有 相同 的 相位 。 作 用 在 垂直 墙 上 的 波 压 力 可 由 积 
墙 上 压强 分 布 得 到 
*。 410 。 


一 | Ogz + 208 FD 了 coskr sinw |ds 


= 一 2 pgh a COSRZ sinwt (10-103) 


oe 作用 在 墙 上 的 波 荷 载 为 静水 荷载 加 一 个 振动 
的 动 水 荷载 项 。 最 大 的 荷载 是 当 1 二 时 ， 这 时 波幅 等 于 


H=2A., 


10. 4.2 不 完全 驻 波 


于 节 讨 论 的 驻 波 是 当 人 射 波 被 垂直 墙 完全 反射 时 产生 的 现 
象 ,反射 波 的 波幅 和 周期 与 人 射 波 完 全 相同 。 在 自然 界 或 工程 设 
施 中 ,更 通常 的 现象 是 反射 并 非 完 全 反射 ,而 是 一 部 分 人 射 波 的 波 
能 被 廷 下 场所 吸收 或 者 有 部 分 波 能 穿 透 答 直 坑 (如 采 场 不 是 完全 
不 透水 的 ) ,例如 防波堤 (breakwater) 或 海 雯 (seawall) 。 这 时 人 射 
波 的 波 高 为 是 ; 而 反射 波 波 高 则 为 五 ., 二 者 不 同 C <1.0。 而 且 
反射 小 与 人 射 波 之 间 还 会 存在 相位 差 6。 得 到 的 入 射流 与 反射 波 
登 加 后 的 水 面 波 为 

7 一 eR ue ——sin(kr 二 wt 二 0o0) (10-104) 


2 2 
这 种 波 称 为 不 完全 驻 波 (partial standing wave)。 其 流速 势 晒 数 
?为 
_ & chg(ht 2) 国光 Hi 
$= ee 上 了 ‘cos(kzx t ) +-H 2 COS(kRz 十 1 +0) 
(10-105) 


不 完全 驻 波 的 水 面 如 图 10-12 所 示 。 式 (10-104) 所 表示 的 水 面 波 
可 以 改写 为 


a . 
7 一 7 (sinkr coOswt 一 COSRZ sinwt ) 
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十 [sin(kr 十 Scoswt cos(kr + 0)sinwt | 


~ T(r)coswt 4 F(x)sinwt (10-106) 

式 中 : 
I(x) = sinkr 才 - Dsin( kr 十 售 ) C10-107a) 
F(X) 一 — COSRZ 十 cos(kz 十 0 (10-107b) 


由 式 (10-107) 可 见 7 是 两 个 驻 波 的 和 。 对 于 任意 位 置 之 可 找到 7 
的 最 大 值 和 最 小 值 , 从 而 可 以 连接 成 为 水 面 的 上 下 所 线 
(Cenvelope) ,如 图 10-12 中 的 点 线 (……)。 对 于 不 完全 驻 波 不 存在 
真正 意义 上 的 节点 。 


图 10-12 不 完全 驻 波 的 瞬时 水 面 线 及 色 线 (C:<1.0)3 


10.4.3 波 群 


当 考 虑 两 个 单 色 进 行 波 时 ,如 果 两 个 波 列 的 波幅 相同 而 波 数 
相差 一 小 量 A& ,相应 的 频率 相差 为 小 量 Aw, 即 
nh 二 Asin(kr—wi)=Asing 
mm ===Asin| (kT AER)T— (wt Aw)t | 
一 Asin(CO 十 AO) 
式 中 :2 为 波 的 相位 函数 。 


*。 412 。 


两 个 波 谷 加 后 为 
7 二 7 十 7 
= 2Asin 二 [(0 十 Ab) 十 0]cos [1(0+ AO) —0] 


一 2Acos 5 (Akz — Aw 1 )sin| kx —wt 十 二 (Abz 一 Aw 2) | 


一 2Acos (全 + 一 St )sin(kr 一 wt) | 1 十 5 学 | 
一 Arsin(kr — wt) (10-108) 
因为 学 <1.0, 所 以 式 中 的 A 为 
加 AR _ _ Ao 
.Ws 2Acos( SEE 1 (10-109) 


Au 表示 由 两 个 波幅 相同 , 波 数 与 频率 十 分 接近 的 进行 波 所 组 成 的 
波 群 或 称 波 包 (wave group) 的 波幅 。 如 果 两 个 单 色 的 波 列 其 相位 
相同 , 即 At 一 0,Aw 一 0, 那 么 这 两 个 波 列 琶 加 后 其 波幅 为 2A ,为 
两 个 单独 波 列 波幅 相 加 。 但 是 由 于 两 个 波 列 的 相位 差 , 使 得 在 又 
加 过 程 中 当 两 个 波 正好 同步 则 波 得 到 加 强 , 当 两 个 波 不 同步 时 则 会 
互相 抵消 ,有 如 光 的 干涉 现象 ,从 而 其 波幅 24 被 cos( 学 z 一 乞 :] 所 
调制 (modulate) ,形成 如 图 10-13 所 示 的 波 群 。 这 种 波 也 称 为 调 
幅 波 (amplitude modulated wave) 。 由 式 (10-108) 知 , 波 群 的 相位 
函数 并 未 改变 ,因此 波 群 内 每 个 波 的 波 速 “ 仍 为 二 。 波 群 波幅 的 
包 线 如 图 10-13 虚线 所 示 其 形状 也 是 一 种 简 谐 波动 。 由 式 
(10-109) 知 这 个 波 的 波 数 为 学 而 频率 为 他 ,因此 它 的 波长 is 为 


2 _ 4 
"Ak Ak 
2 


(10-110) 


而 其 周期 T 为 
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了 二 -一 一 二 一 一 (10-111) 
Aw An 
2 
_ 2 4 区 
= 地 be A 
一 一 行 ] 多 加 一 一 上 一 [人 (人 
_ 一 一 ~ 一 包 线 一 CPS 
AN 
A ~、~\ -BY - 
i 
波幅 调制 波 
图 10-13 波 和 群生 


这 里 需要 注意 的 是 波 群 或 波幅 调制 波 是 一 个 实 实在 在 存在 的 波动 
水 面 , 而 波 群 的 外 包 线 只 是 从 更 宏观 的 角度 看 它 也 是 一 种 波动 ,如 
图 10-13 中 的 虚线 所 示 , 而 这 个 虚线 并 不 是 真正 的 水 面 。 波 寿 包 
线 以 速度 cs 传播 , 称 cs 为 群 速度 (group volocity)。 由 定义 

As Aw 


TAR 


C im 人 2 -到 
AAAR dk 


对 于 微 幅 波 ,存在 式 (10-47) 的 色散 关系 为 
w 一 pkthkh (10-47) 
对 式 (10-47) 求 导 得 
dew 


du jz 一 g(thkh + kh sech’ kh ) 


do _ 1 g 
j= Bthkh (1+ 


因 式 中 名 th 二 c, 所 以 


kh sech’ Eh ) 
thAp 


2kh 
(1 + Ton )= ne (10-112) 
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c, 群 速度 指 的 是 波 群 外 包 线 的 传播 速度 。 与 10. 3. 3 节 第 6 项 波 能 
量 式 (10-86) 相 比较 , 群 速度 的 数值 与 波 能 量 的 传播 速度 完全 -一致 。 
图 10-13 中 4,B,C 等 点 处 波幅 为 零 , 这 些 点 也 称 为 节点 ,但 是 它们 
与 驻 波 的 节点 有 所 不 同 。 驻 波 的 节点 ,其 位 置 固 定 而 波 群 的 外 包 线 
的 节点 则 随 着 波 群 外 包 线 也 以 c。 速度 向 前 传播 。 节 点 断面 没有 能 
量 的 传递 ,因此 波 能 量 只 能 以 节点 传播 速度 即 群 速度 传播 。 

深水 重力 波 由 式 (10-112)#5j 以 算出 其 波 群 速度 c 为 其 相位 速度 


c 的 一 半 , 即 = Foe 而 表面 张力 流 中 Gc > 4 


cc 在 波 群 外 包 线 内 传播 的 波 群 似乎 是 从 一 个 节点 处 出 现 , 向 
前 传播 到 下 一 个 节点 处 消失 。 反 之 , 当 c 过 c,, 则 外 包 线 中 的 波 群 
对 于 外 包 线 而 言 则 是 从 一 个 节点 处 出 现 癌 有 反方 向 传播 至 上 游 节点 
浅水 波 中 可 由 式 (10-112) 得 到 其 波 群 速度 c, 与 相位 速度 - 
相等 ,c, 二 c= 二 Vv gh ,为 非 色 散 波 。 对 于 一 个 线性 的 非 色散 波 列 , 其 
水 波形 状 不 随时 间 而 改变 ,所 有 各 种 波长 的 波 其 相位 速度 相同 ,并 
不 离散 。 事 实 上 ,所 有 的 非 色 散 波 ,其 波 群 速度 与 相位 速度 相同 。 
如 有 果 波 群 不 是 由 两 个 而 是 由 多 个 单 色 进 行 波 肥 加 而 成 ,可 以 
用 AR)e” “来 表示 一 个 进行 波 , 波 幅 A 是 波 数 k 的 函数 。 如 
疲 数 为 任 一 实数 , 则 又 加 后 的 波 可 写 为 
n(x,t) = | _ Ae a (10-113) 


登 加 后 按 式 (10-113) 所 示 的 这 样 一 个 波 的 集体 称 为 波束 (wave 
packet)。A(k) 称 为 波幅 谱 (amplitude spectrum)。 如 果 是 平面 波 
(plane wave) , 波 并 非 只 是 沿 -- 个 固定 坐标 x 轴 方 向 传播 而 是 与 
7 轴 成 一 倾角 9 的 方向 传播 ,这 时 的 波 可 写 为 

i | a AC(k,Oexp[— ik(rcos0 + vsing) + iwt ldk 


(10-114) 
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式 中 的 4(CR,O 力 称 为 方向 谱 。7 与 4A() 或 AR,O 之 间 是 傅 里 时 谈 
换 和 反 变 换 的 关系 。 


10.5 水 波 的 反射 .折射 和 绕 射 


和 其 他 波动 现象 一 样 ,水 波 同 样 有 反射 (reflection)、 折 射 
(refraction) 和 绕 射 (diffraction) 的 现象 ,而 且 这 些 现象 在 海洋 和 
海 怕 工程 中 有 着 重要 有 的 意义 。 


10.5.1 水 波 的 反射 


10. 4. 1 节 讨 论 驻 波 时 已 经 研究 了 当 波 浪 前 进 方向 与 建筑 物 直 

墙 夷 直 时 反射 波 与 人 射 波 的 关系 。 本 节 将 讨论 当 波 列 与 直 墙 斜 交 

时 波浪 的 反射 。 设 波 列 沿 与 x 轴 成 倾角 a 的 斜 线 传播 如 图 10-14 
所 示 。 波 数 & 可 看 作 是 一 个 向 量 k, 其 x,y 方 向 的 分 量 分 别 为 

k, = kcosa (10-115a) 

kh, — ksina (10-115b) 


k 的 方向 与 波峰 线 垂直 也 就 是 说 沿 波 传播 的 方向 ,其 值 |k| 一 <， 


图 10-14 平面 波 [] 


k 为 一 平面 同 量 ,在 z 轴 没 有 分 量 。 由 图 可 以 看 出 波长 在 xz 方 问 
为 2 ,在 y 方向 为 二 一 ,所 以 不 是 向 量 。 波 面 表示 式 (10-53) 


COSC 
7 一 AsinCRZ 一 ob 中 的 Rz 应 为 
krcosat kysina = kr 二 ky 一 大。 并 (10-116) 


因此 平面 做 幅 波 的 流速 努 随 数 为 
$ = TE ee (10-117) 
而 波 面 方程 式 则 为 
7 = Asin( » x— wt) (10-118) 
平面 破 的 色散 关系 与 微 幅 进行 波 的 并 无 变化 , 即 
w = gkthkh (10-47) 


只 不 过 式 中 =( 尼 十 妨 )? 。 图 10-15 中 直 墙 位 于 工 轴 上 ,入 射 波 
射线 与 z 轴 成 a 角 , 水 波 的 反射 中 反射 角 与 入 射 角 相 等 。 和 人 射 波 
可 表示 为 
7;= Asin(k 。x— wt) 
= Asin(krcosa++ kysina 一 cu) (10-119) 


(a) (b) 
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则 反射 波 可 表示 为 

1 一 Asin(Rrcosa 一 RySsina 一 四 1) (10-120) 
这 里 假设 反射 后 波幅 你 持 不 变 即 反射 系数 C. 为 1. 0。 随 者 时 间 
的 增加 反射 波 回 正 工 和 负 、> 的 方 癌 传播。 人 射流 和 反射 波 的 县 
加 可 由 三 角 公 式 导 出 , 即 

7= Asin(krxcosa 二 kysina— wr) 

+ Asin(krcosa— kysina— wi) 

= ZAcos(kysing)sin(krcosa — wt) (10-121) 
这 和 是 一 个 波幅 在 > 方向 被 cos(kysina) 调 制 了 的 沿 xz 轴 方 向 进行 
的 波 列 .也 就 是 说 波 的 传播 方向 与 直 墙 平行 , 波 速 可 由 式 


(10-121) 看 出 “二 二 -一 ,波幅 为 2Acos(kysina) ,决定 于 人 射 波 波 


幅 A, 波 数 有 ,入 射 角 a 和 y 方向 的 位 置 。 当 A,k,a 一 定时 , 沿 y 
轴 波 幅 呈 余弦 曲线 变化 。 由 cos(&ysina) 一 0 可 求 出 波幅 为 零 的 y 
位 置 为 一 组 平行 于 x 轴 的 直线 ,在 这 些 平行 线 上 波幅 永 为 零 , 为 
三 点 线 。 由 cos(&ysinc) 王 士 1.0 给 出 了 与 直 墙 的 平行 线 , 包 括 直 
. 墙 本 和 吴 (y= 二 0), 是 波幅 最 大 或 最 小 的 连 线 , 即 波 腹 。 为 了 与 波峰 
无 限 长 的 平面 波 相 区 别 , 这 种 波 称 为 短 蜂 波 (short-crested 
wave)。 由 图 10-15(b) 绘 出 全 加 波 波 峰 A 与 C 的 连 线 ,BC 为 人 
射流 波 峰 ,DC 为 反射 波 波峰 。 在 时 段 At 内 , 入射 波 前 进 的 距离 


为 AB= 名 At 而 站 加 后 的 波峰 前 进 距 离 为 AC 一 全 一 一 名 全 


入 二 旧 
COSQ kk cosa 


kcosa 
如 果 反 射 系 数 C, 不 等 于 1.0, 则 反射 波 的 波幅 将 为 C.A, 与 
和 人 射 波 不 同 , 所 得 小 的 玖 加 更 为 复杂 。 
肥 射 波导 人 射 波 合 加 后 的 势 曙 数 在 > 方向 求 导 可 以 让 明 直 
雯 人 处 (y= 二 0) 由 波浪 引起 的 与 直 墙 重 直 的 法 向 流速 为 零 ,满足 直 墙 
不 透水 的 边界 条 件 。 
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见 其 波 速 为 一 一 -与 式 (10-121) 所 示 一 致 ， 


10.5.2 水 波 的 折射 

波浪 接近 岸 边 时 ,水 深 将 逐渐 变 浅 ,使 得 波浪 运动 发 生 很 多 变 
化 .特别 是 波浪 的 主要 特征 例如 波 高 和 波长 将 发 生变 化 ,这 一 过 程 
称 为 波浪 浅 化 (wave shoaling ) 。 

仍 考虑 平面 波 , 设 平面 波 以 ) 一 了 cosgQ 表示 ,HH 为 波 高 ,0 为 


相位 和 函数 ,是 一 标量 函数 ,例如 在 z 方 向 的 进行 波 中 = 上。 x 一 
wt。 当 二 2nx.n 为 整数 ,是 波峰 线 。 上 节 中 已 定义 平面 波 的 波 
数 天 为 一 向 量 ,是 相位 函数 的 梯度 。 即 

k= VN (10-122) 
波浪 沿 波浪 射线 (wave ray) 的 方向 传播 。 波浪 射线 为 水 平 线 , 沿 
此 线 上 各 点 波 数 向 量 总 是 与 它 相 切 ,因此 波浪 射线 的 定义 与 流 线 
相似 。 由 相位 函数 可 定义 波 的 频率 为 


w =— (10-123) 
ot 
把 式 (10-122) 和 式 (10-123) 代 入 下列 恒等式 ， 
9 30、 | 
A 0 (10-124) 
即 可 得 到 
| Va = (10-125) 
at 


方程 式 (10-125) 称 为 波 数 守恒 (conservation of crests) 方 程 。 此 
式 表 明 波 数 癌 量 的 时 间 变 化 率 必 须 由 波 的 圆 频率 的 空间 变化 所 平 
衡 。 如 来 波浪 场 是 恒定 的 ,也 就 是 说 波 数 向 量 不 随时 间 而 变化 , 则 
Vw 二 0, 即 波 的 频率 在 空间 上 也 没有 变化 。 即 使 水 深 发 生变 化 , 频 
率 w 仍 维持 常数 。 因 此 ,由 色散 关系 式 (10-47) 可 知 : 当 水 深 变 
浅 , 波 数 & 的 数值 将 增加 ,从 而 使 波长 4 和 波 速 c 变 小 ,所 以 越 接 
近 犀 按 波 当 的 传播 越 慢 。 
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对 式 (10-122), 取 天 的 旋 度 ,可 知 
VXxXK 一 VX(VQ) 一 0 (10-126) 


这 一 波 数 为 无 旋 的 条 件 表明 曲线 积分 | k。dl 与 路 径 无 关 。 即 


lt- d= | va. d= |d 


因此 无 旋 表 明 相 位 也 数 在 空间 上 对 于 每 个 时 间 上 是 惟一 确定 的 , 即 
为 空间 上 的 单 值 消 数 ， 
在 图 10-14 中 波浪 射线 与 x 轴 成 a 角 , 太 = 二 kcosai 十 &sinay 。 
i 分别 为 x 轴 及 yy 轴 方 向 的 单位 向 量 。 于 是 由 无 旋 条 件 式 (10- 126) 
可 得 
dRsina) cosa) 0 
dX Ady 


一 般 设 x 坐标 为 何 岩 方向 (onshore direction), 即 与 海岸 线 垂直 的 
方 同 而 y 坐标 为 将 革 方向 (longshore direction)。 沿 海岸 线 (y 方 
向 ) 的 波浪 各 种 要 素 假设 无 变化 ,也 就 是 说 沿海 岸 地形 等 高 线 均 为 
平行 直线 的 海岸 线 , 则 此 方程 式 简 化 为 


dksinag) -0 (10-128) 
dz 


(10-127) 


即 

ksina 二 常数 (10-129) 
式 (10-129) 表 明 波 数 在 沿海 岸 方向 的 投影 为 一 常数 。 以 w 除 式 
(10-129) ,得 

Se 一 常数 (10-130) 


将 深水 中 波浪 的 各 种 要 素 作 为 研究 趋 近海 岸 波浪 的 一 个 参考 值 ， 
(深水 中 各 物理 量 均 以 下 标 0 表示 ), 则 
Sn 一 So (10-131) 
也 可 写 为 
“420 。 


人 (10-132) 

Cco SInao 
上 式 称 为 斯 奈 尔 定律 (snell law) ,最 初 是 在 几何 光学 中 研究 光 的 
折射 时 得 到 的 有 关 折 射 的 一 个 基本 和 定律 ,由 此 可 见 在 水 波 运 动 中 
斯 奈 尔 定律 同样 适用 。 此 定律 表明 波浪 传播 方向 的 变化 与 波 速 变 
化 的 关系 。 当 波浪 接近 岸 边 时 水 深 变 浅 波 速 减 小 ,因此 根据 斯 奈 
尔 定 律 当 海岸 带 地 形 等 高 线 为 与 海岸 平行 的 直线 时 ,波浪 传播 方 
癌 即 波浪 射线 与 x 轴 交 角 w 将 越 来 越 小 ,最 后 使 波浪 射线 与 海岸 
线 垂直 ,从 而 使 波峰 线 与 海岸 线 平行 。 波 浪 赖 以 传播 的 介 
质 一 一 水 的 闪 度 的 改变 ,改变 了 波 的 传播 速度 ,并 进而 改变 波 的 传 
播 方 同 , 这 种 现象 就 是 水 波 的 折射 。 图 10-16 表示 在 海底 等 高 线 
两 侧 波浪 传播 中 所 发 生 的 折射 。 图 中 全 区 为 水 深 较 深 的 区 域 , 波 
浪 经 过 海底 等 高 线 进入 水 深 较 浅 的 区 域 四 。 由 深水 向 浅水 前 进 的 


波 , 波 速 将 碱 小 ,由 斯 奈 尔 定律 羡 一 3 可 得 ma, 即 a 角 也 将 
碱 小 。a 角 表示 波峰 浅 与 等 高 线 的 夹 角 .也 就 是 波 向 线 与 x 轴 的 
夹 角 。 从 而 波浪 传播 方向 有 了 改变 ， 


| ， 波 峰 线 


/十 Ai 


1 
海底 等 高 线 
7 人 


bat @ } 
< 
1 Cv 波 当 射 线 


图 10-16 波浪 的 折射 站 
图 10-17 为 一 近 岸 波浪 折射 的 例子 ,波浪 在 趋 近 岸 边 前 在 深 
水 中 其 传播 方 问 是 波浪 射线 与 轴 的 夹 角 为 a。。 由 于 接近 岸 边 ， 
水 深 逐渐 变 浅 ,波浪 方 同 逐渐 改变 。 设 海岸 带 坡 度 均匀 , 岸 边线 为 


。 421 。 


区 入 pa 
ep 
A Cx, 


图 10-17 波浪 浅 化 站 


沿 y 轴 的 直线 。 
在 深水 中 thkh 一 1.0, 由 式 (10-58), 式 (10-59) 得 
_gT _gT 4x 
C= oi N= 一 (10-133) 
对 于 恒定 被 浪 场 ,频率 在 空间 上 保持 不 变 , 因 而 
cR 一 ck 一直 一 常数 (10-134) 
色散 关系 式 为 
ww 二 gkthkh 二 gk 二 常数 (10-135) 
由 式 (10-134), 式 (10-135) 可 得 
Cc ko_AL _ 
一 — thkh (10-136) 
与 式 (10-132) 比较 可 得 
Co A Sn inp (10-137) 
Co A Sinao 
由 式 (10-]33), 式 (10-135) 可 得 
Ehthkh = dr: -人 (10-138) 
gl 


图 10-17 中 有 两 条 波 痕 射线 指 同 岸 边 , 治 岸 边 y 方 同 不 同 地 点 处 
的 两 条 射线 应 该 完全 相同 ( 当 岸 边 为 直线 ,地 形 等 高 线 均 与 岸 边 平 
*。 422 。 


行 时 ,不同 y 值 地 点 近 岸 区 域 的 折射 情况 应 该 相同 )。 可 以 看 作 
一 条 射线 是 另 一 射线 在 y 方向 平移 了 一 个 距离 ;, 于 是 图 10-17 
中 在 x 轴 上 不 同 地 方 两 条 则 线 在 y 方 四 的 距离 为 常数 :, 即 


0 _ Po _ -党 数 (10-139) 


COSQ COSQo 


(10-140) 
pb, COSCn 


将 式 (10-137) 代 入 式 (10-140), 得 
bp /1—sin’ath’ kh 

a 

现在 来 考虑 趋向 岸 边 波浪 波 高 的 变化 。 假 定 能 量 不 发 生 横向 
转移 ,可 以 认为 两 条 射线 之 间 的 能 量 保持 不 变 。 沿 波峰 线 和 沿 
波浪 射线 均 取 单位 长 度 水 体内 的 波浪 能 量 为 元 pgA' = 去 og? , 则 


在 两 条 射线 间 不 同位 置 处 的 波浪 能 量 通 量 为 


1 
2 


(10-141) 


COS’ an 


spgH’ ee Fpg Hiceb, = 常数 (10-142) 
式 中 : 下 标 为 0 人 
这 一人 (全 (至 ) (10-143) 


在 深水 中 已 知 cw = 志 cowco 为 深水 中 波 速 。 而 较 浅 的 水 中 c 


元 (1+ -opi ) 因此 有 


3 - 
5 (10-144) 


sh2kh 


DD Battes ] A. Refraction of water wave, J of Waterways and Harbour Div. 
ASCE.19068 vol94. No WW4. 137~452 
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将 式 (10- 136) 中 二 一 二 , 代 人 式 (10-144) 得 


Cg 2ch’kh 
cs 2kh+sh2gkh 107145) 


将 式 (10-141) 及 式 (10-145) 代 入 式 (10-143) ,可 得 二 -的 关系 为 


H (gt ) | 2ch- kh ) 


Ho \ cosia, 2Rh | shogh 


元 (10-146) 
式 (10-143) 中 ，{ 笃 】 项 表示 因为 水 深 变 浅 而 引起 的 波 高 高 的 变 
化 ,因此 称 (全 ) 为 浅 化 系数 (shoaling coetficient) ,以 K, 表示 ， 


[ 完 ) 为 折射 过 程 对 波 高 的 影响 , 称 之 为 折射 系数 (refraction co- 


efficient) ,用 K“ 表示 。 于 是 式 (10-143) 也 可 表示 为 


媚 

HB- ~K'kK. (10-147) 
由 式 (10-135) 有 

khthkh==k,h (10-148) 


和 式 (10-133)k 二 元， 在 浅水 波 的 条 件 下 式 (10-146) 又 可 写 为 


(10-149) 


由 式 (10- 149) 计 算得 到 六 -本 -和 六 的 关系 如 图 10-18 所 示 ， 
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0.001 0.1 0.2 
A1(gT 72) 
0.01 0.02 0.05 0.1 02 05 1.0 
hi 
H h ,hh 
10-18 天- 二 
图 10-18 瓦 和 二 T5 绕 1 关系 


10. 5.3 水 疲 的 统 射 


在 波 列传 播 中 过 到 垂直 障碍 物 时 ,波浪 可 以 从 端 部 绕 过 障碍 
” 物 传 播 到 障碍 物 背 后 的 几何 阴影 区 (geometric shadow) ,这 个 现 
象 称 为 波 的 绕 射 。 这 一 现象 在 研究 防波堤 、 小 的 岛屿 和 大 型 离 岸 
建筑 物 背 后 的 波浪 运动 时 有 重要 意义 。 

设 一 防 波 坤 为 半 无 限 长 垂直 刚性 不 透水 薄 才 ,日 并 =0 处 加 
正 x 方向 延伸 至 无 穷 。 一 个 波 列 自 y><0 处 向 正 y 方 同 传 播 , 由 
于 绕 射 现象 ,在 防波堤 背后 y 记 0,7Xx 宇 0 的 区 域 也 有 波浪 存在 。 如 
图 10-19 所 示 。 

求解 波浪 绕 射 问题 , 仍 考 虑 水 为 不 可 压缩 理想 流体 的 无 涡流 
动 ,流速 势 晒 数 了 必须 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
2 (10-36) 
且 假 定 为 微 幅 进行 波 , 即 波 高 足够 小 ,从 而 非 线性 项 可 忽略 。 水 域 
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V’: $= 


不 受 干 扰 区 A 几何 阴影 区 B 
绕 射 波 波 峰 线 


人 和 ~\ 不 货 0 
O 
入射 波 与 反射 波形 成 驻 波 区 5 
人 喘 波 


图 10-19 水 波 绕 射 8 


中 水 深 疡 不 变 为 常数 。 控 制 方程 式 (10-36) 所 需 满足 的 边界 条 


件 为 
op 3998 


a9 _0 6h (10-39) 
可 之 
此 外 直 墙 上 牌 癌 分 速 必 和 等于零 , 即 
a9 、 
区 一 当 zr 守 0 y=0 (10-150) 


对 于 波浪 绕 射 问题 还 有 一 个 特殊 的 边界 条 件 , 即 辐射 条 件 (radia- 
tion condition) 。 这 一 条 件 最 初 由 佐 默 费 尔 德 (Sommerfeld A. ， 
1949) 呈 提出 ,后 来 由 斯 托 克 (Stoker J.J. ,1957) 中 应 用 于 水 波 问 
题 中 。 

罩 射 条 件 就 是 为 了 使 方程 式 (10-36) 的 解 是 惟一 的 ,要 求 势 
函数 在 无 穷 远 处 应 满足 的 条 件 。 这 里 设 入 射 波 流速 势 函数 为 办， 


D Sommerfeld A, Partial Differential Equations In physics. New York: Academic 
Precss,19.49 


(人 Stoker ff |. Water waves Interscience, New York.1957 
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则 在 图 10-19 中 左 侧 x+ 一 o2 处 由 于 波动 不 受 直 墙 的 影响 ,$ 一 
7,。 图 10-19 右 侧 下 半 平 面 的 无 穷 远 处 (x 一 十 oo,y 二 0) 因 反射 波 
和 人 喘 波 全 加 而 形成 如 10. 4.1 节 所 讨论 的 驻 波 。 第 一 象限 无 穷 
远 处 (z 一 十 co,y>0) 的 波动 完全 是 由 比 射 而 引起 的 ,而 且 越 靠 慧 
方 波动 越 趋 微 弱 , 当 z 一 十 ce 时 可 设 了 =-0。 
拉 普 拉 斯 方程 (10-36) 的 解 可 设 为 以 下 形式 ， 
Pr,y 2)—= ZIF(r, y)e™ (10-151) 
式 中 : 
Z(z)—=chk(htz) (10-152) 


起 (10-151) 表 示 一 个 符合 底面 边界 条 件 式 (10-39) 的 速度 势 了 清 数 
依赖 于 铬 垂 坐 标 z 的 关系 。 而 F(z,y) 是 坐标 x,y 的 一 个 复 变 也 
数 。 将 式 (10-151) 代 入 拉 普 拉 斯 方程 (10-36) 得 到 有 关 F(x, wy) 
的 区 姆 霍 效 方程 (Helmholtz equation) ,该 方程 为 


2 
2 去 十” 和 “JE (10-153) 
> 1 99 2 日 
由 7 二 本 可 得 
7 二 一 1] TF(zr,y)chkehe” (10-154) 


根据 平面 上 的 边界 条 件 可 确定 函数 F(x,y)。 首 先 ,在 直 墙 不 透 
水 防 坡 十 面 由 式 (10-150) 得 


3 0 当 0< 工 所 十 co y 一 0 (10-155) 
对 于 7z<0 的 区 域 , 应 该 只 有 在 正 y 方向 的 入 射 波 , 所 以 
F(xr,y)=~Ae = (10-156) 
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佐 默 费 尔 德 出 得 到 下 (zy) 的 解 为 


] . 有 . ? . 有 、 夺 
F(x,y) (ew| ee 一 de 十 ee| ee du ) 


(10 197 ) 
其 中 8,8 及 r 定义 为 
r 二 (7 一 y)， :二 全 (r 十 y) r=Vrt+y (10-158) 


8B 与 8 的 符号 在 各 不 同 象限 区 域 按 图 10-20 规定 选用 。 

图 10-21 表示 了 了 入射 波 为 正 y 
方 回 时 在 防波堤 附近 形成 的 绕 射 现 
象 。 图 中 给 出 了 波峰 线 和 绕 射 系数 
的 等 值 线 。 绕 射 系数 (coefficient of 
diffraction)K 定义 为 一 点 外 的 最 大 
波 高 与 人 射 波 波 高 之 比 。 由 图 10-21 
看 出 防波堤 的 几何 阴影 区 (zx 宇 0， 
y>0) 所 有 波 高 均 小 于 和 人 射 波 波 高 图 10-20 《BR ) 符 号 规定 
的 一 半 ,z=0 的 线 为 K, 等 于 0.5 的 线 , 这 些 都 是 由 绕 射 现象 造成 
的 。 在 防 波 提 端 部 有 一 较 罕 的 带 状 区 其 波 高 比 人 射 波 波 高 略 大 ， 
Ks 可 达 1.1。 波 峰 线 反映 了 相位 函数 的 变化 ,在 坦 端 以 外 相位 善 很 
小 ,波峰 线 维持 平行 ,保持 人 射流 的 状况 。 在 防波堤 背面 ,相位 差 随 
ZX 的 增 大 而 加 大 ,波峰 线 基本 上 都 是 以 防波堤 端 部 为 中 心 的 圆 呈 。 

如 果 和 人 射 波 与 防波堤 成 一 角度 ,为 斜 同人 射 波 ,如 图 10-22 所 
示 。 孜 入 射 波 与 防波堤 成 % 角 , 则 可 由 图 看 到 A,B,C 三 个 区 域 . 
区 域 A 为 基本 上 不 受 防 波 坦 影响 的 区 域 (0, 二 9 二 2x 一 %); 区 域 B 
为 防波堤 的 保护 区 , 即 几 何 阴 影 区 (0 过 90<<0,); 区 域 C 则 为 人 射 波 
和 防波堤 反射 波形 成 为 10.5. 1 节 所 述 的 波浪 运动 的 区 域 。 


中 Sommerfeld A. Mathematische Theorie der Diffraction Math Ann ,1896 vol 
47. 317~ 374 
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图 10-21 防波堤 附近 的 绕 射 系数 等 值 线 图 四 
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图 10-22 斜 癌 入 射 波 的 绕 射 


四 Penney W GG and Price A 工 The Difraction Theory and Sea Waves and the 
Shelter Afforded by Breakwaters. Phil. Traus Royal Society, Ses. A 244,1952, No. 882 ， 
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图 10-23 为 一 人 射流 方 回 与 防 小手 呈 30 角度 时 统 射 波 的 情形 ,在 
几何 阴影 区 , 绒 册 系数 天 <<0.5。 


图 10-23 30 人 针 向 入 射 波 绕 射 中 绕 射 系数 KK 等 值 线 图 中 
10.6 恒定 流动 中 的 波 


此 前 所 讨论 的 波浪 都 是 一 种 非 恒 定 现象 ,由 波浪 引起 水 流质 
点 的 运动 随时 间 而 变化 。 本 节 中 讨论 一 种 恒定 的 情形 ,流动 中 各 
太 的 流动 都 是 恒定 的 ,尽管 水 面 呈现 出 正弦 变化 的 波浪 型 态 ,但 是 
它 并 不 随时 间 改 变 , 例 如 波峰 所 处 的 空间 位 置 是 固定 不 变 的 ,从 而 
形成 恒定 的 波纹 (wave pattern) 。 这 种 情况 的 一 个 简单 的 例子 是 
在 一 恒定 流动 中 一 个 二 维 的 位 置 固定 的 障碍 物 所 引起 流动 的 变 
化 ,如 图 10-24 所 示 。 障 碍 物 可 以 是 一 个 台阶 ,或 者 是 二 维 圆柱 体 
或 任何 形状 二 维 物体 置 于 底面 或 水 中 以 至 水 面 。 如 果 是 物体 在 静 
水 中 或 水 面 上 以 色 速 vv 运动 会 发 生 同 样 的 情形 ， 


山 Wiegel 人工 . Ditfraction of waves by a semi-infinite breakwater. J}. Hydraulves 


Div, ASCE, 1962 vol 88, No， HY].: 27~44 
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前 人物 位 功 


图 10-24 恒定 水 流 中 障碍 物产 生 的 水 面 波 “| 
由 障碍 物 导 致 的 水 面 波 ,其 波形 将 以 波 速 c 向 上 游 传播 , 即 
C= (10-159) 
这 时 波浪 形状 的 传播 速度 与 来 流 流 速 大 小 相等 方向 相反 ,水 面 的 
波形 变化 将 在 诛 地 形成 恒定 的 波纹 而 不 再 传播 。 
对 于 此 类 问题 ,其 控制 方程 式 和 边界 条 件 仍 如 10. 2 节 所 述 。 
如 果 考 虑 人 微 幅 波 ,并 涉及 表面 张力 则 控制 方程 为 


Vi$=0 当 一 ce<z<ece 一 A<<z<<0 (10-36) 
而 上 自由 表面 边界 条 件 为 
运动 学 条 件 37 3 一 0 = (10-37) 
动力 学 条 件 + +a 0 (10-160) 
式 中 :K 为 水 面 曲率 。 对 式 (10-18)K 一 一 一 9 一 线性 化 
1+ (RR) ] 


后 ,其 曲率 应 为 K 一 一 入 。 式 (10-160) 改 写 为 


99 0 9 7 加 so 
也 0 让 (10-161) 


2 
对 于 7=Acos(kz 一 wt) 的 进行 波 , 则 人 = — Ak’ cos(kr— wt)= 


一 名 7 因此 式 (10-161) 可 以 写 为 
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+ (和 +g)y=0 当 = 一 0 (10-162) 
由 这 样 的 自由 表面 条 件 而 时 出 的 色 司 大 系 式 为 
ou = (gt -At (10-163) 
对 于 深水 情况 , 则 th&hn 一 1.0, 于 是 
w = (gt , J (10-164) 


由 于 波 速 c 一 克 ,可 知 考虑 表面 张力 后 有 


c= cs (10-165) 
k 


在 一 个 问题 中 由 g 所 代表 的 重力 作用 和 由 <- 所 代表 的 表面 张力 
作用 所 占 比 重 可 能 不 同 ， 各 
波动 为 重力 波 (gravity wave) 反之, 如果 六 &, 则 表面 张力 将 起 


主要 作用 ,是 表面 张力 波 (capillary wave) 。 因此 可 以 将 人 之 g 作 
为 一 个 限界 ,从 而 可 得 到 限界 情况 下 的 波 数 &,, 即 


外 (10-166) 


p 
于 是 当 k<k 则 波动 将 是 纯粹 的 重力 波 。 由 == 字 的 定义 得 到 限 
界 的 波长 As, 即 

1 一至 -2x( 工 ) (10-167) 
当 波 动 的 波长 X<<4。 则 为 表面 张力 波 。 对 于 水 而 言 ,表面 张力 系 


数 oc 二 0.074N/m(N 为 牛顿 ) ,po 二 1000kg/mi ,可 以 算出 
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”7 了 站 ”人 TT ri Li 


k, 一 360m-:， 2,=0.017m (10-168) 
”同样 可 以 算出 一 个 限界 的 波束 cv。 由 于 全。 一 ,代入 式 
(10-165), 得 

‘a= (2E) 0. 23m/s (10-169) 


I 


多 10-25 中 绘 出 了 深水 中 波束 < 与 波长 的 关系 ， 图 中 分 别 表 示 
表面 张力 波 中 < 一 (322 和 重力 波 中 < 一 [ 骂 ) 。 两 种 波 的 界限 
在 4=4。 点 ,相应 于 的 波 速 为 最 小 波 速 cv 。 由 图 还 可 以 看 出 当 
1 一 村 hn ,重力 影响 可 以 忽略 ,在 水 中 这 一 数值 为 <-4mm。 


下 面 对 图 10-24 中 的 流动 再 进一步 分 析 。 膏 水 中 流速 随 波 长 
而 改变 ,必须 有 一 种 波长 的 波 , 其 流速 与 来 流 流 速 相 等 ,满足 式 
(10-159) 的 要 求 才 能 形成 恒定 的 波纹 。 由 图 10-25 可 看 出 : 当 
v 之 cn 寺 不 会 有 流出 现 , 这 时 障碍 物 所 形成 的 扰动 很 快 将 消失 掉 ， 
如 果 v 二 c 之 cm，, 则 会 出 现 两 种 波 , 其 波长 分 别 为 4, 和 Xs ,它们 分 别 
代表 表面 张力 波 和 重力 波 。 深 水 波 为 色散 波 , 波 能 量 的 传播 速度 
为 群 速度 cs ,与 波 速 c 不 相等 。 由 式 (10-112) 已 知 


_do_1 2kh _ 
ye (10-112) 
深水 时 &h 污 1, 因 此 一 50 一 0, 得 
= (10-170) 


2 
即 重力 波 群 速度 为 波 速 的 一 半 。 表 面 张力 波 中 由 于 式 (10-164) 


有 必 一 全 和 式 (10-165) 有 c= ( 旦 )” ,所 以 


0 
_do_3 /ok\7_3 
c 一 | ) = (10-171) 
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图 10-25 深水 中 波 速 与 波长 关系 

群 速度 为 波 速 的 1.5 倍 。 

对 于 恒定 水 流 中 由 障碍 物 所 产生 的 波 ( 或 者 是 物体 在 静水 中 
作 匀 速 运动 所 产生 的 波 ), 当 vc。 时 ,是 由 表面 张力 波 和 重力 波 
两 种 性 质 不 同 的 波 所 组 成 。 重 力 波 由 于 其 波 能 的 传播 速度 只 有 水 
流 流速 v 的 一 半 , 因 此 波 的 能 量 均 被 水 流 带 到 障碍 物 的 下 游 ;反之 
表面 张力 波 则 由 于 其 波 能 传播 速度 为 水 流速 度 久 的 1.5 们 ,因此 
回 上 游 传 播 。 在 障碍 物 的 上 下 游 形 成 两 种 不 同性 质 的 波 : 重 力 波 
中 波 能 衰减 很 慢 , 因 此 它 可 以 传播 到 下 游 相 当 远 处 ;而 波长 较 短 的 
表面 张力 波 则 由 于 衰减 很 快 ,在 上 游 不 远 处 就 因 波 能 消失 而 不 复 
存在 ,如 图 10-24 所 示 。 实 用 上 ,只 有 障碍 物 下 游 的 重力 波 是 重要 
的 ,因为 当 水 流 流速 v 污 0.23m/s 时 ,由 图 10-25 可 见 相 应 的 表面 
张力 波 波 长 4。 将 越 来 越 小。 一 个 有 相当 尺寸 的 障碍 物 是 难以 产 
出 这 样 小 波长 波浪 的 。 只 有 当 障 碍 物 很 小 或 水 流 流速 很 低 的 情况 
才 有 可 能 。 一 般 说 来 障碍 物 的 纵向 尺寸 与 所 产生 波浪 的 波长 是 相 
应 的 。 
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10.7 船 行 波 与 兴 波 阻力 


10.7.1 船 行 波 


上 市 中 研究 了 由 二 维 物体 在 恒定 水 流 中 产生 的 恒定 波纹 现 
象 ,本 三 则 人 研究 更 一 般 的 情形 。 假 如 在 水 中 运动 的 物体 为 一 有 限 
宽度 的 三 维 物体 ,例如 广阔 水 域 中 航行 的 船舶 。 由 船舶 运动 所 产 
生 的 波浪 即 船 行 波 (ship waves) ,一 般 多 出 现在 船 后 一 个 横 形 的 
水 域 中 。 在 这 一 水 域 中 产生 的 波 可 以 有 各 个 方向 和 不 同 的 波 速 。 
对 于 某 一 波 速 为 c 的 波 必 然 可 以 找到 一 个 相应 的 波浪 传播 角 或 简 
称 流 角 0 使 c= 二 vcos9, 从 而 在 沿 9 射 线 方 向 出 现 相 对 于 船舶 运动 
的 恒定 波纹 ,wv 为 船 船 航行 速度 。 

利用 式 (10-114) 表 示 所 有 可 能 出 现 的 波 , 该 式 为 


ee Tn | 6 0 
(10-114) 
当选 择 随 船 运动 的 动 坐标 系 , 船 后 棉 形 水 域 的 波纹 区 对 于 动 坐标 
系 将 是 一 个 恒定 的 波纹 区 ,这 时 应 以 (z 十 zt 代替 上 式 中 的 工 , 式 
(10-114) 改 写 为 
nw) Se | | 4A(RO)expl 一 这 (zcos0 十 ysind) 
十 1Cw — kvucos0)i |dk (10-172) 
如 果 对 于 随 船 运动 的 动 坐标 系 而 言 , 运动 是 恒定 的 , 则 式 
(10-172) 必 然 与 时 间 t 无 关 , 即 


w— kvucos0=0 (10-173) 
考虑 到 波 速 c 一 元, 式 (10-173) 表 示 为 
C 一 ZWCcoSsl (10-174) 


这 时 形成 的 波纹 是 与 图 10-26 中 x 轴 垂 直 的 系列 波峰 线 所 构成 
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的 。 注 意 此 处 船 是 向 左 方向 行驶 ,对 固定 坐标 系 而 言 船 速 v 为 负 
值 。 对 于 动 坐标 系 而 言 ,水 流 流速 为 
v。 对 于 深水 情况 , w 一 gk, 由 式 
(10-1737 可 得 


Doe _ 
RU RD (10-175 ) 


由 式 (10-175) 可 见 庆 为 9 的 阴 数 , 因 
而 式 (10-172) 可 以 改写 为 图 10-26 船 行 波 绞 


n(xX,y) = | .AC0)exp[— ik(O) (xXxcos0 ysing) |d0 (10-176) 


由 于 cosg 之 0, 所 以 积分 限 为 一 元 ~~ 丰 。 式 (10-176) 代 表 一 给 定 


船体 的 自由 波 分 布 滑 数 (free-wave distribution function), 它 表示 
了 由 在 各 个 9 方向 的 波 所 构成 的 水 面 波 动 的 总 和 。 对 于 距离 船 很 
远 的 下 游 区 域 , 式 (10-176) 可 简化 ,并 得 到 开尔文 (kelvin) 于 1887 
年 导出 的 经 典 的 船 行 波 波纹 (ship-wave pattern)。 令 船舶 运动 方 


向 g 一 0" 的 波 数 为 和 一点, 则 &(9) 一 Asec:b, 于 是 式 (10-176) 变 为 


nx,y) 一 | ”A(b)exp[ 一 ioseczbCxzcosg + ysing) Jd0 


(10-177) 
式 中 : A(O) 为 一 复 变 力 数 , 称 为 波幅 晒 数 。A(O 可 以 与 为 
A(0)=g(0)+if(0) (10-178) 


则 式 (10-177) 当 只 取 实 部 时 即 瑟 为 


nx,y) = |. [gg) cos| ko sec’ 0OCzcosO 十 ysind) | 


十 f(0)sinl usec OC(rcos0 + ysin® | ;do0 (10-179) 
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式 (10-179) 是 最 一 般 的 形式 , 它 表 示 了 所 有 可 能 的 不 同 传播 方 
向 、 不 同 波幅 和 不 同 初 相位 角 的 平面 自由 波 的 组 合 。 不 同 船 船 或 
同一 船 船 的 不 同 速度 情况 下 ,自由 波 之 间 的 差别 仪 在 于 波幅 肾 数 
之 不 同 。 为 了 研究 船 行 波 波 纹 赂 形 ,将 式 (10-177) 的 直角 坐标 变 


换 为 极 坐 标 , 令 

—X=Reosa, y=Rsina (10-180) 
则 式 (10-177) 改 写 为 

n(R,a) = [Ac0)exp[ik, Rsec: deos(O+ a) Ido 
(10-18]1) 

对 这 一 积分 式 , 当 R->co 时 被 积 防 数 将 是 高 频 消 数 , 只 有 当 被 积 隙 
数 中 sec 0cos(0 十 a) 为 常数 或 被 积 函 数 对 9 之 导数 为 零 时 ,积分 结 
果 才 不 为 零 , 详 见 10.7.2 节 中 将 要 讨论 的 稳定 相 原理 。 也 就 是 说 
出 现 显 车 波形 (significant wave) 之 条 件 为 


SLsec’ bcos(0+a)]=0 (10-182) 
或 

sec Ucos(0a)|[ 2tan0— tan(0+a) |=0 (10-183) 

解 得 

] 

tanb 一 于 [cote 十 Vcotza 二 8 | (10-184) 
此 式 有 实 根 的 条 件 为 cot:a 之 8, 即 cota 宇 12 V2| ,得 到 a 的 范围 为 
一 19"28 之 a 之 十 19°28’ (10-185) 


也 就 是 说 只 有 在 式 (10-185) 规 定 的 范围 内 才 有 波形 出 现 , 如 在 图 
10-27 中 表示 为 由 十 19"28 所 限定 的 开尔文 棉 形 域 (Kelvin wedge) 。 
在 横 形 域内 由 行船 而 生成 的 波浪 有 横 波 (transverse wave) 和 散 波 
(diverging wave) ,图 中 的 实 线 表示 波峰 线 。 式 (10-184) 可 绘 如 图 
10-28, 由 图 看 出 当 a= 二 十 19*28 ,90 二 十 35”16 ,说 明 在 棉 形 域 的 两 
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图 10-27 开 尔 式 船 行 波 波 弘 图 形 
(虚线 表示 开尔文 横 形 域 边界 ) 


CY 


—35°16’ 


0 35°16’ Ol x/2 0 


一 一 二 -19”28/ 


图 10-28 a~9 关 系 :! 


条 边界 上 船 行 波 的 传播 方向 ,其 波 角 9 为 35"16 ,此 两 边界 线 也 是 
模 波 与 散 波 的 交点 。 如 果 |a| 二 19”28 ,从 图 10-28 可 看 出 ,这 时 
将 有 两 个 2 信 ,2 与 多, 其 中 以为 散 波 的 传播 方向 而 % 为 横 波 的 
传播 方向 。 所 有 的 波峰 线 在 攀 形 边界 上 均 有 一 战 点 Ccusp) ,由 歧 
点 向 橡 外 引申 的 点 划 线 表示 波幅 并 非 在 边界 外 立刻 消失 ,而 是 呈 
指数 衰减 。 在 棉 形 域内 对 应 于 较 大 波 角 0 的 散 波 波长 较 短 而 对 
应 于 较 小 波 角 的 横 波 波长 较 长 ，。 
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图 9-6 中 兽 用 微波 在 浅水 中 传播 来 解释 明 覃 水 流 的 各 种 流 
态 ,现在 来 讨论 深水 的 情况 。 深 水 与 浅水 中 的 波 当 有 一 个 重要 的 区 


别 在 于 深水 中 的 波 是 色散 波 ,of = gt, 因 此 其 波 群 速度 c 一 到 天 <。 


反之 ,浅水 波 中 不 存在 色散 问题 ,w 一 kc, 波 群 速度 cs 一 9 一 <, 波 
能 量 传播 速度 与 波 速 相同。 深水 重力 波 中 的 波 速 为 


A 
一 /到 


Cg0 ”7 (0 


由 此 可 见 波 长 越 大 的 波 其 传播 速度 越 快 ,从 而 在 传播 过 程 中 不 同 
波长 的 波 逐 渐 离 散 。 设 想 同 静止 的 深水 中 投 一 石 块 ,水 面 受 到 抗 
动 而 生成 水 波 。 在 石 块 进 入 水 中 很 短 的 时 间 t=-ti 时 水 面 出 现 不 
规则 的 同心 圆 波形 ,如 图 10-29(a) , 稍 长 一 些 时 间 1 二 t, 时 则 波形 
变 得 较为 规则 ,如 图 10-29(b) ,波长 较 长 的 波 由 于 它们 传播 速度 


快 ,从 波形 的 前 部 跑 出 ,但 是 因为 波 群 速 度 只 有 亏 ,前面 的 波 由 于 
没有 波 能 量 的 跟 进 而 衰减 。 有 显著 波形 的 波 其 最 前 缘 的 波 的 波长 
为 Mu ,一般 比 所 投石 块 的 几何 尺度 大 数 倍 。 相 应 这 些 波 的 传播 


速度 为 它 的 最 大 群 速度 cx 一 去 / ggrs 。 当 (t 一 已 ) 时 在 石 块 人 水 


处 的 水 面 逐 渐变 得 平静 起 来 。 这 是 因为 对 于 重力 波 , 表 面 张力 的 
影 啊 使 其 最 小 群 速 度 为 com 三 16. 6cm/s, 这 也 就 是 波浪 尾部 的 传 
播 速 虚 。 由 于 cam 一 般 大 于 comn ,因此 受 石 块 扰动 而 生成 水 波 的 
区 域 将 随时 间 而 变 大 ,但 波 高 则 逐渐 减 小 。 这 是 由 于 石 块 给 予 水 
体 的 能 量 为 某 一 常数 的 原因 。 
现在 来 分 析 深 水 中 的 船 行 波 。 图 10-30 表示 位 于 A 点 的 船 
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图 10-29 投石 入 水 后 不 同时 间 的 波形 0 


图 10-30 船舶 行进 中 产生 的 波 


舶 在 A 时 间 后 航行 至 B 点 ,4B=vAr。 在 此 At 时 间 内 ,以 波 速 


C1 C2 903 ',… 等 不 同 波 速 传播 的 波 ,其 波峰 所 到 之 处 分 别 是 以 CI At 
440。 


c AtycyAt,… 为 半径 的 贺 局 。 由 8B 点 引 这 些 圆 周 的 切线 ,分 别 与 
各 圆 相 切 于 CGC, ,C;,C 等 点 ,于 是 可 得 ACi 二 ci At 二 vAtcos, 即 
ci 一 vcos0 ,也 就 是 说 ,只 有 在 AC ,AC; ,AC;,… 等 方向 的 波 才 能 
符合 c= 二 vcos9 的 关系 ,从 而 在 这 些 方 同 形成 恒定 的 波纹 。ACi， 
AC; ,4C3 ,… 等 线 与 AB 线 的 来 角 , 即 波 角 分 别 为 负 , 信 ,的 ,…。 由 
几何 美 系 可 知 Cj,Cy ,Cs，… 等 点 均 在 以 AB 为 直径 的 半圆 周 上 。 
现在 的 问题 是 由 于 在 深水 中 波 群 速度 ,也 就 是 波 能 量 的 传播 速度 只 
有 波 速 c 的 一 半 , 因 此 沿 AC; 方 向 传播 的 波 在 At 时 间 内 其 波 能 并 木 
传播 到 Ci 点 而 是 只 传播 到 AC 的 中 点 五 处 ,如 图 10-31 所 示 , 同 理 
在 AC; 方 同 在 At 时 间 内 波 能 传播 到 FE; 点 处 ,以 此 类 推 。 而 El， 


FE, ,局 … 等 点 均 在 以 直径 为 vAt 的 AD 半圆 上 , 妈 

A Se At 一 也 ec At (10-186) 
在 船舶 到 达 A 点 以 前 ,例如 当 船 舶 在 A' 和 A” 等 点 处 时 ,其 波 能 在 
船舶 到 达 B 点 时 所 传播 的 范围 如 图 10-31 中 A'D’ 和 A”D” 圆 周 所 
示 . 而 AD,A'D',A”D” 等 所 有 这 些 圆周 的 公 切 线 就 是 开尔文 横 


开 有 不 文 模 


图 10-31 船 行 波 开尔文 模 形 域 65 
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形 域 的 边界 。 由 船舶 航行 所 形成 的 波纹 全 部 呈现 在 此 区 域内 。 也 
可 以 说 全 部 船 行 波 的 能 量 均 集中 在 这 一 区 域 。 由 B 点 有 所 引 AD 
圆周 的 切线 BE; 可 以 从 几何 天 系 得 到 


a=sin (FE)=sin- (3)=19"28 (10-187) 

而 棉 形 域 边界 上 FE 点 处 的 船 行 波 的 波 角 i 可 通过 三 角 关 系 得 到 
] 包 ， -1 ] oa nf | 

凡 .一 末 | 于 一 sin (3) | 一 35 16 (10-188 ) 


相应 于 这 个 波 角 的 波 , 其 波 速 为 c= 二 0, 816 wv。 这 里 由 几何 方法 所 
得 到 的 a 和 9 与 式 (10-185) 和 图 10-28 的 结果 一致 、 存 船 行进 方 
向 的 波 速 c< 一 v, 这 种 波 具 有 最 大 的 波长 A 一 2 随 着 9 角 的 
增加 , 波 速 越 小 ,波长 也 越 小 。 对 于 开尔文 棉 形 域 边 界 上 的 点 , 例 


如 EF, ,其 90=35°16 ,波长 为 二 No、 


有 了 两 种 例外 的 情况 , -是 当 船舶 长 度 / 相对 一 较 大 时 ,这 时 


产生 的 波浪 具有 和 较 大 的 波长 ,以 至 接近 4, 船 行 波 将 以 很 小 的 波 
角 09 问 前 传播 ,也 就 是 波峰 线 几 乎 与 船舶 的 航线 答 直 ; 一 是 当 船 


舶 长 度 / 相对 世 很 小 时 ,例如 快艇 (speed boat) ,这 时 产生 较 小 波 
长 的 波浪 , 波 角 9 则 较 大 ,波峰 线 几 乎 与 航线 平行 。 由 此 可 见 在 般 
行 波 的 研究 中 由 世 和 / 所 组 成 的 无 量 岗 数 为 


F,= (10-189) 


a 
F, 称 为 弗 劳 德 数 。 这 一 点 在 技术 上 具有 各 要 意义 ,特别 是 当 采 用 
模型 试验 的 方法 人 研究 船 行 波 时 ,可 应 用 弗 劳 德 数 为 相似 准 数 。 


t0.7.2 兴 波 阻力 


船舶 在 航行 中 为 克服 阻力 而 作 功 。 船 舶 所 受到 的 阻 万 主要 是 
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粘性 阻力 和 兴 波 阻力 两 大 类 。 粘 性 阻力 (viscous drag) 取 决 于 航 
速 及 船体 的 湿 表 面 面 积 ,但 因 湿 表面 面积 基本 不 变 , 因 此 减 小 粘性 
阻力 的 潜力 不 大 。 兴 波 阻 力 (wave resistance,wavemaking resist- 
ance) 则 不 同 ,在 一 定 的 弗 劳 德 数 范围 内 , 兴 波 阴 力 对 船型 的 变化 
相当 敏感 ,因此 可 以 通过 修改 船体 型 线 , 使 兴 波 阻力 大 大 减低 ,从 
而 得 到 显著 的 效益 。 


2 
A =2n 
| | 
ed EE | 
i 一 hm 
(Cul— 2 ) WI E=1 pgA? (PF—cg)W 
i 2 品 a 
-一 EL 


1 p 
图 10-32 船舶 兴 波 阻力 


首先 考虑 二 维 情 况 , 如 图 10-32 的 情形 。 设 一 船体 以 速度 v 
在 静水 中 行驶 ,于 是 在 船 的 上 游 将 产生 表面 张力 波 而 在 船 的 下 游 
产生 重力 流 。 设 坐标 系 为 固定 于 水 中 的 固定 坐标 系 。 对 于 重力 


波 ,单位 长 度 上 的 总 能 量 为 已 = 本 p&42: , 若 同时 考虑 表面 张力 的 


因素 则 波 能 应 为 廊 p(g 十 下) A*。 在 船体 上 下 游 各 设 控制 断面 


1-1 和 2-2 ,控制 断面 随 船体 运动 。 当 运动 达到 一 个 恒定 状态 后 ， 
1-1 河 2-2 上 断面 之 间 水 体 中 的 能 量 为 常量 ,船体 对 水 体 作 功 而 产 
生 的 能 量 通过 1-1 和 2-2 两 个 控制 断面 以 波浪 运动 的 形式 扩散 于 
水 体 中 。 设 P. 代表 这 部 分 能 量 , 则 

iv 一 DCcsl 一 1 到 十 DC 一 ce )W， (10-190) 
式 中 :5 为 宽度 ;cw ,cw 分 别 代 表 船 体 上 游 及 下 游 波 群 速度 ;W， 和 
W; 则 分 别 代表 上 游 及 下 游 单位 长 度 波 能 量 。 能 量 P,。 当然 并 非 
推进 船舶 航行 的 全 部 能 量 , 因 为 还 要 考虑 由 粘性 阻力 而 消耗 的 能 
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量 P,。 抵 抗 船 船 航行 的 阻力 D 可 写 为 
已 一 也 .十 也 ， (10-191 ) 
式 中 : D, 表示 兴 波 阻力 ,P, 二 Dv;D, 表示 粘性 阻力 , 它 包 括 船 
体 湿 面 的 摩擦 阻力 和 形成 船体 尾 流 (wake flow) 的 形状 阻力 两 部 
分 ,而 P= 二 D,wv。 
对 于 最 简单 的 情形 ,如果 船体 上 上游 的 表面 张力 波 以 其 波幅 其 
小 且 码 减 较 快 而 可 以 忽略 。 于 是 只 有 流出 断面 2-2 的 能 量 为 


pa 
则 兴 波 阻力 也, 为 


l,l Aa, pl ,A 
D. 一 二 0 FpgA'v=b TpgA (10-192) 


即 单位 宽度 的 兴 波 阻力 为 二 pgA2 

对 于 三 维 问题 ,例如 船舶 的 航行 ,其 兴 波 阻力 可 以 用 同样 的 方 
法 处 理 。 在 船 的 上 下 游 足 够 远 处 设 一 控制 断面 ,控制 断面 随 船体 
运动 ,两 个 控制 断面 之 间 水 体 中 的 能 量 在 船体 航行 过 程 中 保持 恒 
定 不 变 。 通 过 两 个 控制 断面 传播 出 去 的 能 量 就 等 于 船体 兴 波 阻力 
所 作 的 功 。 忽 略 船 体 上 游 表 面 张力 波 的 能 量 , 则 只 考虑 下 游 控 制 
断面 所 传播 出 去 的 重力 波 能 量 。 平面波 的 每 一 个 分 量 的 能 量 是 沿 
某 一 9 角度 以 群 速 c 向 下 游 传 播 的 。 设 船 行 速度 为 w, 在 控制 断 
面 处 向 下 游 传 播 水 体 波 能 量 的 速度 应 该 是 (一 cvucos0) 。 于 是 在 
整个 下 游 断 面 上 能 量 通 量 为 

下 一 308| AzCo 一 cacosb)dy (10-193) 

为 了 进一步 研究 此 一 积分 式 , 引 进 “ 稳 定 相 (stationary phase) 
原理 ”, 这 一 原理 最 初 是 由 开尔文 醚 士 在 研究 船 行 波 时 提出 的 。 现 
考虑 以 下 的 积分 式 : 


1 一 | FCOD)emee do (10-194) 
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式 中 : F(0) 和 G(0) 为 任意 正则 了 销 数 ;R 可 表示 问 径 ,为 一 个 足够 
大 的 实 常 数 。 

FE(0) 可 以 是 复 变 国 数 而 G(O) 为 实数 图 数 。 对 于 R 为 一 个 大 
数 的 情况 ,位 相 函 数 RG(CO 将 高 频 振 荡 , 式 (10-194) 中 被 积 图 数 也 
将 是 高 频 振荡 的 聘 数 ,这 些 被 积 元 素 几 乎 都 被 相互 抵消 ,只 有 其 振 
荡 图 数 稳定 的 那些 9 值 附 近 的 被 积 晒 数 才 不 致 被 抵消 ,这 些 2 值 
就 称 为 稳定 相 。 式 (10-194) 的 积分 也 主要 决定 于 这 一 部 分 。 对 
于 稳定 相 的 点 ,G 9) 等于零 ,或 者 说 G(CO) 为 常数 ,不 随 0 而 变化 。 
例如 当 9== 时 为 稳定 相 ,G (90) 本 数 可 以 展开 为 泰勒 级 数 ,由 于 
C (0 ) 一 0, 所 以 


Ce tS + 地 (0 一 的)?G"(0,) J 


将 式 (10-195) 代 入 式 (10-194) ,9 二 0, 附近 的 点 对 积分 的 贡献 则 为 


ts i 
和 ss | F (0)exp incece, | (0— 0 ) | dg 


(10-196) 
式 中 :为 一 小 量 , 它 的 数值 依 下 与 G 而 定 。 
使 
和 人 
=(0—0)| |RO'C00) | | (10-197) 
则 
:到 1Rcr1 )7 
[一 一 一 | ，exp[iCRG + &)]Jdé 
0 
到 1RG 4 
(10-198) 


式 中 ,以 F(b) 作 为 FCO) 的 近似 值 ;“ 土 "号 为 G"(6,) 的 正 负 号 。 
当 R 一 oo0 ,由 Fresnel 积分 有 
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| cosE2 dE 一 | sineede= (3) (10-199) 


将 式 (10-199) 代 入 式 (10-198) ,得 到 (10-194) 的 渐 近 近似 值 为 


[=F(0) | RET | exp| i(RG+) (10-200) 
如 果 在 积分 域 中 有 很 多 点 为 稳定 相 , 则 需 分 别 计算 ,然后 相 加 。 
对 于 船 行 波 ,将 式 (10-194) 与 (10-177) 两 式 相 比 较 可 知 ,F(0) = 
A( 内 ,所 以 船 后 自由 波 的 表达 式 可 由 下 式 表 示 : 


7=A(O | RET | exp[i (RG + 至) (10-201) 


式 中 的 RG(0) 为 
RG(0)=Ek, (xsec0t ysec’ 0sin0) 一 总 (xsecy ysec’ 0sin0) 


(10-202) 
表达 能 量 通 量 的 式 (10-193) 中 的 A 为 
2 1 _ 
4=14(0)1| FRO (10-203) 
重力 波 中 的 波 群 速度 c。 为 
ec 一 二 c 一 本 i cost (10-204) 


于 是 代 人 式 (10-193) ,得 兴 波 阻力 D, 为 


D, = "| .TRO (1 zcos jdy 


(10-205) 
控制 断面 上 每 一 个 横向 位 置 y( 在 开尔文 棉 形 域 以 内 区 域 ) 均 可 由 
式 (10-183) 算 出 两 个 分 别 代 表 散 波 与 横 波 的 8 值 , 积分 式 
(10-205) 时 ,这 两 种 波 的 贡献 均 应 包括 在 内 。 
式 (10-205) 中 的 y 值 可 以 用 波浪 传播 角 9 表示 ,对 式 
(10-182) 用 直角 坐标 表示 为 
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2 [sec’ OC rcos0+ ysing) ]=0 


在 控制 断面 上 ee Rsina 均 为 定 值 。 此 式 
求 导 得 出 

seczgOsin0g 十 ysecab(1 十 sin20) 一 0 (10-206) 
在 控制 断面 上 .zx 为 常数 , 夺 y 有 变化 则 48 随 之 变化 ,二 者 的 关系 
可 由 式 (10-206) 对 9 求 导 , 得 


7 5 sec’ bsingl) 十 y [sec g(1 二 sin’0) | 
3 :2 dy 
二 一 [sec 0(1 十 sin 0) J (10-207) 
对 给 定点 (zyy) 可 由 式 (10-202) 计 算 RG (989), 即 


RG'(0) = 和 Sz [> [sec Be Lsec 9(1 二 sin:0)] 


(10-208) 
由 式 (10-207) 和 式 (10-208) 可 得 到 
Te I 8 A (10-209) 
号 jsec*b(1 十 sin: 0) 2 cos《 
因此 式 (10-205) 可 写 为 简单 的 形式 , 即 
2 Fp | | A(0) 1 coss0d0 (10-210) 


此 式 表 明 船 般 航 行 中 兴 波 阻力 D, 为 波幅 A(0) 的 平方 的 加 权 积 
分 。 式 中 的 cos 9 说 明 兴 波 阻力 主要 来 自 横 波 ,因为 散 波 的 9 角 较 
大 ,其 余弦 值 较 小 。 

下 面 的 问题 是 如 何 得 到 波幅 函数 A(0) ,由 于 涉及 更 多 的 专业 


知识 ,可 参考 有 关 专 门 书籍 ,如 本 章 所 列 参 考 书目 。 
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I.1 标题 、 问 量 与 张 量 


在 流体 力学 中 所 处 理 的 各 种 物理 量 , 以 其 维 数 划 分 可 分 为 标 
量 (scalar)、 问 量 (vector) 与 张 量 (tensor) ,标量 是 一 维 的 量 , 它 只 
须 1 个 数量 及 单位 来 表示 , 它 独 立 于 坐标 系 的 选择 , 如 流体 的 温 
度 .密度 等 均 是 标量 ,向 量 则 不 仅 有 数量 的 大 小 而 且 有 指定 的 方 
同 , 它 必须 由 某 一 空间 坐标 系 的 3 个 坐标 轴 方 向 的 分 量 来 表示 , 因 
此 向 量 是 三 维 的 量 , 如 常用 黑体 字母 x,u 表示 空间 坐标 位 置 向 量 
和 流速 问 量 ,对 于 笛 卡 儿 坐 标 ,x 的 3 个 分 量 为 x1 ,7x ,rT; ,而 三 个 
坐标 方向 的 单位 向 量 分 别 用 e, ,e; ,e; 表示 ,有 时 也 常用 i,j,k 表 
示 。 因 此 位 置 问 量 可 以 写 为 
Yi 一 Tie 十 ye 十 e: (1-1) 
三 维 空 间 中 的 二 阶 张 量 则 是 一 个 九 维 的 量 , 必 须 用 9 个 分 量 才能 
完整 的 表示 ,如 一 点 的 应 力 、 变 形 速 率 等 均 是 二 阶 张 量 ,在 三 维 空 
间 中 阶 张 量 由 3" 个 分 量 组 成 ,所 以 实质 上 标量 和 向 量 均 可 作为 
低 阶 张 量 而 归 入 张 量 的 范畴 .标量 为 零 阶 张 量 , 向 量 为 一 阶 张 量 。 


1.2 场 


场 (field) 的 概念 是 同人 研究 流体 运动 的 欧 拉 方 法 相 联 系 的 。 欧 
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拉 的 观点 就 是 场 的 观点 。 场 的 定义 是 : 如 果 对 应 于 某 一 几何 空间 
或 某 一 部 分 几何 空间 中 的 每 一 点 都 对 应 着 物理 量 的 一 个 确定 的 
值 ,就 称 为 在 这 个 空间 上 或 这 个 部 分 空间 上 确定 了 该 物理 量 的 一 
个 “ 场 ”, 如 采 这 个 物理 量 是 标量 则 称 这 个 场 为 标量 场 , 如 温度 场 、 
浓度 场 、 密 度 场 等 . 硅 这 个 物理 量 是 向 量 则 称 这 个 场 为 向 量 场 ,如 
速度 场 . 力 场 等 。 看 这 个 物理 量 是 张 量 则 称 这 个 场 为 张 量 场 , 如 应 
力 场 .应 变 场 等 ,不 讨论 各 种 场 具体 的 物理 内 容 , 只 从 数学 上 研究 
场 的 一 般 规律 的 学 科 即 为 “ 场 论 ”。 


1.3 标量 场 的 梯度 
标量 场 了 ?中 任 一 点 M, 过 MM 点 的 任意 方向 nn, 在 n 上 某 点 M”， 


着 极限 im ,So 人 存在 , 称 之 为 标量 场 乡 在 M 点 处 沿 


方 回 的 变化 率 。 在 过 M 点 所 有 可 能 的 方向 中 存在 一 个 $ 的 变化 率 
最 大 的 方 四。 梯度 (gradient) 就 是 这 样 的 一 个 向 量 , 它 的 方向 即 为 
$ 变化 率 最 大 的 方向 而 其 大 小 则 为 这 个 最 大 变化 率 的 数值 , 它 是 
标量 场 不 均匀 性 的 量度 , 记 为 grad#$, 在 直角 坐标 系 中 为 


了 D8 3 
gradg = See + et ae 
/ 3 
| 
一 (a +e 二 -二 ea 天 = V8 (1-2) 
人 ] ox 


式 中 : V 是 一 个 算 子 Coperator), 它 具有 问 量 与 微分 的 双重 性 质 ， 
称 为 哈密 顿 算 子 , 读 作 nabla。 
物理 量 沿 任 一 方向 (其 单位 癌 量 为 n。) 的 变化 率 为 
no * grads (J-3) 
式 中 的 ”表示 点 乘 。 两 个 癌 量 的 点 乘 定 义 为 一 个 标量 。 
Uu*v=veu 
= (ui@l 十 zes 二 U3€3)*。 (vie) 十 ze 十 了 ae3 ) 


一 wiv Wz Vz + Ws V3 


SEE PT (I-4) 


梯度 的 基本 运算 法 则 有 
VvV(C$)= CV? (C 为 常数 ) ( 工 -5 ) 
V(P 二 +P) 一 V 册 十 V 交 (CI-6) 
Vip $,) = pb VE 二 VD (I-7) 
VC = f (9) v9 (1-8) 


1.4 向 量 场 的 散 度 
问 量 场 4 中 任 一 点 M ,包围 M 作 一 微小 体积 AV ,其 表面 积 


A。ndSs 

eT bas 存在 , 称 为 器 量 场 A4 在 M 点 处 的 散 度 ， 
记 为 div4。 艇 度 为 问 量 4 通 过 界面 As 的 通 量 除 以 微 元 体积 AV。 
在 百 角 坐标 系 中 ,者 

A= Aie+ A,e, + A;,e; 


则 
divA 一 人 十 二 产 一生 (1-9) 
div A 二 0 的 场 称 为 无 源 场 。 
节 度 的 基本 运算 法 则 为 
V. (A 十 A,) 一 V。A4i 土 了 .4， (I-10) 
V. ($4)—= PV.AA.V$ (I-11) 


1.S5 向 量 场 的 旋 度 
问 量 场 上 中 任 一 点 M, 过 AM 点 任 一 方向 下 ,以 天 为 法 向 作 一 微 


Ad! 
小 面积 AS, 其 边界 为 Al。 若 极限 lim | 存在 , 称 为 向 量 场 4 在 


MM 点 处 沿 nn 方向 上 的 坏 量 面 密度 ,在 过 MM 点 的 所 有 方向 中 存在 一 
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个 环 量 面 密度 最 大 的 方向 。 旋 度 就 是 这 样 一 个 回 量 , 它 的 方 回 是 环 
量 面 密度 最 大 的 方向 ,其 大 小 为 这 个 最 大 的 环 量 面 密度 的 值 , 记 为 
rot 和 或 curl 4 ,在 直角 坐标 系 中 为 


el e, e3 
d 0 dg 
一 | 一 一 二 一 | 三 -1z2 
rotA 元 dr, 天 VxA C(I-1z) 
A A, A 


式 中 :“Xx?” 表 示 叉 乘 。 两 个 向 量 & 和 的 叉 乘 为 一 个 同 量 w ,其 数值 
为 wvsin0(0 为 4 与 v 的 夹 角 ) ,其 方 阿 垂直 & 与 ?两 个 向 量 形成 的 平 
面 。 从 而 wu,v,w 形 成 一 个 右手 系统 ,显然 u Xv 二 一 vXw, 单 位 向 量 
之 间 则 有 et X ez == es。 


旋 度 的 基本 运算 法 则 为 
VX (4 土 4:) 一 VXA4I 土 VX Ah (I-13) 
VX (2 ) = $VXA+ VSXA (I-14) 
1.6 高 斯 公式 


癌 斯 公式 将 体积 分 与 面积 分 联系 起 来 ,在 流体 力学 中 十 分 有 
用 . 令 Y 为 一 由 封 财 面积 所 包围 的 体积 考虑 一 无 穷 小 的 面积 元 
d5 ,其 外 法 线 方向 为 m。 向 量 ndS 具有 dS 的 数值 和 的 方向 . 令 
A(x) 表示 一 个 标量 场 或 者 辣 量 场 . 张 量 场 , 则 高 斯 公式 为 


| Vv. AdV = | 4 .ndS (I-15) 
推广 的 高 斯 公式 还 可 以 写 为 
| vpdV = || nygds (I-16) 
外 Vx AdV =|| a x AdS (I-17) 
| .VAdV =| (8 . n)AdS (I-18) 
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中 (CV。V)gdV = | n 。VgdS (I-19) 


由 这 些 公 式 可 以 看 出 : 只 要 把 体积 分 中 的 哈密 顿 算 子 V 换 成 
法 回 单 位 辐 量 于 即 是 面积 分 的 被 积 晒 数 。 


I.7 张 量 的 表示 法 、 二 阶 张 量 


某 些 物理 量 , 如 一 点 的 应 力 , 要 用 张 量 来 描述 ,物理 量 是 一 种 
客观 存在 ,坐标 系 是 人 为 的 描述 物理 量变 化 的 工具 ,因此 物理 量 以 
友 描 述 这 种 物理 量 的 张 量 均 不 依赖 坐标 系 而 存在 ,在 一 个 坐标 系 
下 张 量 可 以 用 一 些 张 量 分 量 的 集合 来 表示 .对 于 一 个 确定 的 张 量 ， 
其 各 个 张 量 分 量 也 是 确定 的 。 但 是 对 于 不 同 的 坐标 系 , 张 量 本 身 是 
确定 不 变 的 ,但 是 其 各 个 分 量 则 随 坐 标 系 的 不 同 而 变化 ,不 过 在 不 
同 坐 标 系 下 张 量 分 量 之 间 必 然 有 确定 的 变换 规律 。 

为 简明 起 见 , 首 先 研 究 一 个 位 置 向 量 在 坐标 旋转 情况 下 其 各 
个 分 量 之 间 的 关系 。 如 图 工 1, 今 x ,zi ,ZX; 为 原始 坐标 1,2,3 中 向 
量 x 的 分 量 , 而 zi,zz,zs 则 为 坐标 系 旋 转 到 1 ,2 ,3 后 同一 位 置 
向 量 x 在 新 坐标 轴 上 的 各 个 分 量 . 即 令 x; 和 wx“ 分别 表 示 新 老 坐 标 
系 中 x 问 量 的 各 个 分 量 ,i 由 1 到 3 变化 ,并 令 C 表示 老 的 i 轴 与 
新 的 ; 轴 之 间 的 夹 角 的 余弦 .显然 C; 和 C;。 从 几何 关系 可 以 看 出 
旋转 后 坐标 系 中 各 个 分 量 与 原 坐 标 系 中 各 分 量 的 关系 为 


忆 
六 一 CT 十 Ci 十 Cajx3 -一 广 (I-20) 
:= 1] 


图 1-2 是 式 (I-20) 在 一 二 维 坐 标 中 的 证 明 ,说明 如 下 : 令 a; 表示 
老 坐 标 系 i 轴 与 新 坐标 系 ; 轴 之 间 的 夹 角 下 C, -> COS Qi o 
在 图 I-2 中 
ri1= OD = OC+CD = OC+AB 


一 .1 CoOS 人 11 十 > 并， SIN will 
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图 荆 ! 图 I-2 


由 于 Ql = 90° | ,Bf 尼 人 slnall 一 COSQ1 = (21 ,上 式 写 为 
2 
Xx'1 二 TI1C1 十 TCzl 一 >》 Car (a) 
i== 1 
同 理 
Xx, 二 PD -一 PB -一 DB 一 pzCOSCI 一 工 ] SIN Qi 


由 于 al 一 azz 一 al2 一 90 ,所 以 
2 
交 一 COS 22 十 立 ; COS Ql» 一 > ziCe (b) 


1 一 ] 


在 二 维 情况 下 , 当 j = 1 时 , 式 ( 工 20) 化 为 式 (a), 当 7 = 2 时 , 式 
( I-20) 化 为 式 (b) ,由 此 可 以 证 明 式 ( 工 20) 的 成 立 。 

注意 : 在 式 ( -20) 的 右 侧 项 中 下 标 ;出 现 两 次 ,表明 须 将 所 
有 这 个 下 标的 取 值 的 各 项 相 加 。 这 种 表示 方法 在 张 量 运算 中 经 和 
出 现 , 称 为 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ,例如 : ae; = ap 十 azpb 十 asps ,这 
种 下 标 称 为 重复 指标 (repeated index) 或 蚂 标 ,有 反之 , 当 在 一 项 中 
某 一 下 标 只 出 现 一 次 , 则 它 可 表示 1,2,3, 这 种 下 标 称 为 目 由 指标 
(free index) 。 

因此 式 ( 工 20) 可 直接 写 为 

Z 一 Cx ( 工 20 ) 
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而 不 须 写 明 求 和 符号 之 。 显 然 , 肢 标 可 使 用 任意 字母 ,其 意义 不 变 。 
例如 : Gjx; 可 写 为 CrziyCnxzn 等 ,它们 均 代 表 Cijxi 十 Czjxs 十 
Cx。 当然 ,自由 指标 也 可 由 其 他 字母 来 表示 ,如 式 ( 了 -20 ) 中 的 
1 只 要 方程 式 两 侧 的 自由 指标 均 有 用 同一 字母 。 人 它们 都 表示 一 组 
包含 3 个 不 同方 器 的 方程 式 。 

同 理 也 可 以 用 旋 苇 后 的 新 坐标 系 中 的 分 量 来 表示 老 坐 标 系 中 
的 分 量 ， 

人 12] 

当然 ,任何 问 量 均 可 应 用 式 ( 了 I-20 ) 和 式 ( I-21) 来 确定 它们 
在 新 老 坐 标 系 中 各 个 分 量 之 间 的 关系 ,不 只 是 位 置 向 量 x。 因 此 可 
与 为 如 下 的 普遍 形式 : 

Wj= Cyu; (I-22) 

标量 只 由 一 个 数字 表示 ,向 量 在 直角 坐标 中 由 三 个 数字 表示 ，。 
而 茶 些 物理 量 ,如 一 点 的 应 力 必 须 由 9 个 数字 来 表示 ,因为 表示 一 
点 的 应 力 , 必 须 明 确 两 个 方向 ,一 是 应 力作 用 面 的 方向 ,一 是 应 力 
的 方 同 .例如 在 外 法 线 方 向 为 1 的 作用 面 上 ; 方向 的 应 力 可 表示 为 
sy .第 2 章 中 图 2-1 表示 了 流体 中 一 点 的 应 力 状态 ,图 中 夯 出 一 个 
微 六 面体 ,其 各 个 面 上 的 表面 应 力 包括 有 法 向 的 正 应 力 和 切 向 的 
切 应 力 。 

正如 前 述 在 坐标 变换 过 程 中 向 量 可 以 由 一 个 坐标 系 中 的 3 个 
分 量 完全 确定 一 样 ,一 点 的 应 力 可 以 由 某 一 坐标 系 中 的 9 个 分 量 
完全 确定 。 当 坐标 变换 时 ,可 以 由 老 坐 标 系 中 的 9 个 分 量 确定 新 坐 
标 系 中 相应 的 9 个 分 量 。 因 此 只 要 确定 在 直角 坐标 系 图 2-1 中 的 9 
个 应 力 分 量 , 则 任意 方向 作用 面 上 的 应 力 均 可 求 出 。 应 力 的 9 个 分 
量 写 为 如 下 的 矩阵 形式 : 


Oil GT Ol3 


0 一 |d9 dz 023 (I-23) 


O03] O32 033 
为 了 寻求 任意 方 同 平面 上 的 应 力 , 可 采用 旋转 坐标 系 的 办 法 ,使 新 
坐标 系 1 ,2 ,3 中 的 一 个 坐标 轴 与 所 求 平面 垂直 .新 老 坐 标 系 中 
各 应 力 分 量 的 关系 为 
Onn 一 CinCmos (I-24) 
式 ( 工 24) 与 式 ( 工 22). 很 近似 ,如 在 式 ( 工 22) 中 CC 的 第 一 个 下 标 
是 叹 标 而 第 二 个 下 标 是 自由 指标 , 式 ( I-24) 是 相似 的 ,只 是 出 现 
两 次 。 几 符合 (I-24) 式 的 变换 规律 的 物理 量 称 为 二 阶 张 量 ,注意 . 
张 量 与 矩阵 不 同 ,只 有 在 满足 式 ( 工 24) 的 变换 规律 时 ,和 矩阵 的 各 
个 元 素 才 能 表示 张 量 的 各 个 分 量 。 
张 量 可 以 有 各 种 不 同 的 阶 (order) ,事实 上 标量 可 考虑 为 零 阶 
张 量 , 回 量 可 认为 是 一 阶 张 量 写 为 w .自由 指标 的 数字 相应 于 张 量 
的 阶 数 ,例如 :4 如 果 是 一 个 四 阶 张 量 , 则 它 必 然 有 四 个 自由 指标 ， 
而 其 81 个 分 量 的 变换 规律 可 表示 为 
Am = CinCnCiCoA sw (1-25) 
在 三 维 空 间 中 ,每 个 下 标 可 取 1,2,3 之 值 , 因此 nn 阶 张 量 有 3" 
个 分 量 。 


1 .8 单位 张 量 2 和 置换 张 量 =， 
单位 张 量 6(Kronecker delta) 定义 为 


] 当 1=); 
2 = (I-26) 
0 当 i 关 J 
与 为 矩阵 形式 
1 0 0 
6=|10 1 0 ( I-27) 
0 0 1 
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0 = 0 (I-28) 
ai0; = Qi (I-29) 
0 = (C050 0) (T-30) 
两 个 基 同 量 el,e; 的 点 积 为 
el * €; 一 中 (I-31) 


由 定义 可 见 : 6; 是 名 癌 同 性 张 量 ,也 就 是 说 当 坐 标 系 转动 后 , 张 量 
的 分 量 不 变 , 即 6'; = 二 6; ,各 向 同性 张 量 可 以 有 不 辣 的 阶 , 但 是 不 存 
在 一 阶 各 回 同性 张 量 ; 惟 一 的 二 阶 各 同 同 性 张 量 是 0 ;惟一 的 三 
阶 各 四 同性 张 量 为 置换 张 量 sx ,ej 的 定义 为 
1 jk 一 123,231.…( 偶 次 置换 ) 

i! jk 二 132,321,…( 奇 次 置换 ) (32) 

0 际 以 上 两 种 排列 之 外 
经 和 常用 到 的 。 与 6 关系 为 


Ck 


EAE Wm 一 OO -一 SR (TI-33) 

置换 张 量 可 以 应 用 于 下 列表 示 式 : 
axb 一 eaipke， (I-34) 
| ay | = srkQaaizQks (JT-35) 


1.9 二 阶 对称 张 量 与 二 阶 反 对 称 张 量 


二 阶 张 量 当 其 下 标 i,j 互 换 后 所 代表 的 分 量 仍 不 变 , 即 A, = 
i , 称 为 二 阶 对 称 张 量 。 二 阶 对 称 张 量 的 矩阵 表示 形式 中 各 元 素 
对 于 对 角 线 对 称 从 而 只 有 六 个 独立 元 素 。 二 阶 反 对 称 张 量 则 
A; 二 一 A; ,其 矩阵 表示 形式 中 对 角 线 上 各 元 素 为 零 从 而 只 有 三 
个 独立 元 素 。 任 一 二 阶 张 量 均 可 惟一 地 分 解 为 一 个 二 阶 对 称 张 量 
和 一 个 二 阶 反 对 称 张 量 之 和 。 因 为 如 果 将 张 量 A; 分 解 为 下 列 
形式 : 
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4 = $CAs + A) + (A, A) (I-36) 


当 变 换 i,j 后 , 右 侧 第 一 项 不 变 ,第 二 项 则 改变 符号 ,因而 三 (As 十 


A,) 为 张 量 A; 的 对 称 部 分 而 二 (A， 一 A;) 为 张 量 A 的 反对 
称 部 分 。 
1.10 并 矢 


在 直角 坐标 系 中 ,者 4 == aiei,b 一 pei 为 两 个 回 量 , 定 义 两 个 
加 量 的 并 天 (dyad) 为 
aip ab, aip: 
ab = ab; = jarpo arp azp3 (I-37) 
asb! asb, a:b; 
并 矢 是 一 个 二 阶 张 量 。 坐 标 单 位 疝 量 的 两 两 并 矢 称 为 并 基 , 三 维 空 
间 的 二 阶 并 基 共 有 9 个。 任何 一 个 并 矢 都 可 用 并 基 表 示 为 
ab = (ab,;)eie; (1-38) 


1.11 二 阶 张 量 的 代数 运算 


1. 张 量 相等 
A, = B, (I-39) 
两 个 张 量 相等 则 各 分 量 一 一 对 应 相等 , 硅 两 个 张 量 在 某 一 笛 卡 儿 
坐标 系 中 相等 , 则 它们 在 任意 一 个 ( 笛 卡 儿 ) 坐标 系 中 也 相等 。 如 
Am = CinCjnAs 
B’”,. = CmC snB; 
如 果 A; 二 B;, 则 A, 二 Bn。 
2. 张 量 加 减 
A=A,,B=B,,At+B=A,+B, ( 工 40) 
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张 量 的 加 减 为 其 同一 坐标 系 下 对 应 元 素 相 加 减 。 两 张 量 必须 同 阶 


方 能 加 减 。 
3， 张 量 数 乘 
二 阶 张 量 A 乘 以 数 4,B 一 44 , 则 
B, = 4A， 
张 量 数 乘 等 于 以 该 数 乘 所 有 的 张 量 分 量 。 
4. 二 阶 张 量 的 点 积 与 双 点 积 
和 二 Aeiwej,， B= Bene, 


定义 点 积 “。” 为 
A。B= (Aeie;)* (Brnemen) 
= ABiudnee, 
A,B ,eien 


(I-41) 


(TI-42) 


二 阶 张 量 的 点 积 即 并 和 天 中 相 邻 单位 向 量 的 点 积 , 可 得 到 一 个 新 的 


张 量 ,二 阶 张 量 与 向 量 的 点 积 定 义 为 


0G。 有 一 (aei)。(B ee，) 
a:B dimes 


= aBinen 


B.a= (BB,,en Een) * (ae;) 
Bai0.en 
一 Panen 


二 阶 张 量 的 双 点 积 有 两 种 形式 ,分 别 定义 为 
并 联 式 A:B= (A, exe) : (Benen) 
CE 


SS A; Banoind 
= ny by : 


串联 式 A 和 4.……B= (A,eie;)，: 人 


(I-43) 


(I-44) 


(I-45) 
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一 A;jbB nO jmO i 


一 A,b; 
1.12 雅 可 比 行列 式 
雅 可 比 行列 式 定 义 为 
J (t) = det 


一 个 三 维 的 雅 可 比 行列 式 为 


可 (并 | 9 ,3 ) 
1 (2) D(E ,6 ,6 ) 


96 


dt; 
了? 
di) 


35 


dg 工 ， 


9 与 


gg 


96 


JT 
9 &, 


OTs 


96, 


9 Xa 


96 


( 工 46) 


(I-47) 


在 坐标 系 变换 时 , 雅 可 比 行列 式 有 重要 作用 。 如 对 一 个 二 维 流动 ， 
流速 的 导数 为 


Gu ou 
(usu) dX1! dX, 
(ziyzy) az du (a) 
ox 9 
如 果 要 在 另 一 坐标 系 ($) 中 表示 流速 的 导数 , 则 可 用 下 式 表示 : 
DCxlytd) olytz) gzZIZ2) 
(6 6 ) DCz yyZy) OE ,6 ) 
式 中 : 
9 (Xx ,2 ) 2 098: 
一 一 一 J(t) Cb) 
(5 ,6,) 9 9 A 
a&, 9&, 


即 为 雅 可 比 行列 式 ,而 在 新 坐标 系 (5) 中 流速 的 导数 为 
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dual dui 

9(usus) 1198 9& 

9 (6 ,6 ) Ous dQ us 

dé 96, 

这 个 行列 式 中 的 每 一 项 均 可 按 行 列 式 相 乘 的 法 则 由 行列 式 (a) 与 
(b) 求 出 , 仅 举 一 项 说 明 如 下 : 


9 ul Gul oxi du gr 


(c) 


a6 97x, De dr， 96 
雅 可 比 行列 式 的 另 一 个 重要 作用 体现 在 多 重 积分 中 要 改变 积分 变 
量 时 ,为 简单 起 见 仍 研究 一 二 维 流动 ,运动 的 某 一 属性 F(x ,xXxs)， 
流 场 的 面积 为 S, 如 果 变 换 到 一 个 新 的 坐标 系 (6 ,5) 中 去 , 则 
5 vo (d) 


二 vai 
dxi = Ee dé De d5: ， 


本 年 上 是 dé. 
微 元 面积 
ee ( 守 站 一 守 3 ) dé x dé, 
一 Jde! X dé 
二 重 积 分 在 不 同 坐 标 系 中 的 变换 可 与 为 


| Fe a eb 


Cr ss) 
=|| FFz (有 ,如 ) TI ,人 ) | Ce ee dé, dé, (I 48) 


式 中 : 了 二 委 为 二 维 雅 可 比 行列 式 ;S' 为 坐标 系 (6 ) 中 的 面积 ， 


通过 式 (d) 由 坐标 系 (x,) 中 面积 S$ 变换 而 得 。 
例 ”由 直角 坐标 系 变换 为 极 坐 标 系 。 
式 (d) 的 变换 关系 为 
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Xx; = rcos0， Xx, 一 rsinl0 
此 时 总 一 re 一 0。 由 (b) 式 可 知 J(2) 一 ”在 和 名 平面 中 彼 元 面 
积 可 以 表示 为 rdrdy。 
对 于 三 维 流动 , 同 理 可 得 
dzidzrsdza = J dé dé,dé, 
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附 孙 


Ps i er re er ra rp rar eg i ee 人 a ER 0 ond nde sr 


3 rt 


ge WM 


a eee a a se 


在 流体 力学 中 经 党 采用 各 种 不 同形 式 的 正 交 曲线 坐标 系 
(orthogonal curvilinear co-ordinates) 以 方便 对 不 同 问 题 的 分 析 和 
求解 。 


I.1 正 交 曲线 坐标 、 拉 梅 系数 


在 直角 坐标 系 中 一 点 M 的 位 置 可 由 (x,y,z) 惟一 地 确定 。 如 
可 用 rv 表示 M 点 位 置 ,如 图 开 -1 所 示 。 

rv 二 十 yj 十 zk (DI-1) 

式 中 的 j,k 为 x,y,z 二 个 坐标 轴 上 

的 单位 同 量 ,它们 不 仅 大 小 为 1 而且 方 


向 不 变 ， 因此 它们 的 导数 他 ， 9 … 等 


均 为 零 。 
直角 坐标 系 中 微 元 弧 长 度 ds 可 i 
以 表示 为 


(ds) 一 (dz) 十 (dy) 十 (dz): x 
(I-2) 图 和 TT-1 直角 坐标 系 中 
考虑 到 由 直角 坐标 系 (7,y,z) 转换 为 微 元 弧 的 表示 
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直角 坐标 系 中 -点 MM 可 以 用 正 交 曲线 坐标 系 (5 ,名 ,) 表示 。 两 
个 坐标 系 间 有 下 列 天 系 : 

z= fi(& ,6 ,6) 

y= f(b ,6 ,6) ( [I-3) 

zZ = fi3(& ,6 ,6,) 
如 图 [-2, 在 正 交 曲线 坐标 系 (& ,&& ,名 ) 
中 ,6 = const,& = const,& = const 
的 曲面 互相 正 交 ,曲面 两 两 相交 的 交 
线 构 成 正 区 曲线 坐标 系 的 二 个 坐标 轴 
S 2, 绘 出 三 ,名 ,与 :5 十 qd.2 十 
d ,与 十 da 的 曲面 ,可 得 一 正 交 的 平 
行 六 面体 .六 面体 的 各 边 长 为 六 de ， 
hde ,hsd5 ,这 是 因为 从 一 般 意 义 上 
说 ,5 并 不 一 定 代 表 一 个 长 度 , 如 在 圆柱 坐标 中 它 可 以 是 一 个 角 
度 ,因此 乘 以 户 变 为 长 度 尺 度 。 在 有 坐标 系 中 微 元 弧 ds 应 表示 为 


(Cds)? = (Chid&)’ + (had&)? + Chsdé,) (IL-4) 
由 式 (I-3) 可 得 
dy = 2 十 2 + dé (IL5) 
3 7 十 
dz 一 菜 乱 临 十 苇 生 十 答 de 


因此 短 元 弧 长 度 ds 为 
(ds)” 二 (dz) 二 (dy) + (dz)’ 


一 (5 窒 临 十 答 号 十 信 了 de ) 


S 9 


9y 9y Oy ie 
EE (这 4 十 这 同 十 法 d8 


Oz 4 之 


由 于 二 为 正 交 系统 ,因此 在 上 式 展 开 过 程 中 不 会 出 现 交 叉 相 环 项 
(cross product term), 如 d5 de ,d6 de ,de6d5 等 因此 上 式 可 
化 为 


er EE ) 二 (经 ) 下 ( 哇 ds) 


+ (中 巾 ) 下 ( 吴 晤 证 ， [六 ) 


9€, 0&; 


(LH-6) 


hi,h, ,As 称 为 拉 梅 (Lamey) 系数 。 
I.2 正 交 曲线 坐标 单位 向 量 


设 正 交 曲 线 坐 标 系 中 , 沿 坐 标 轴 的 单位 向 量 (unit vector) 为 
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ee ,ea ,一 般 来 说 ,这 些 单位 向 量 的 导数 5 全， 人 ,5 人， 并 不 为 


零 . 设 一 标量 函数 !8 在 # 方向 的 导数 为 


1 86 十 dd) 一 六 SG) 1 9$ 
“1? Vv 和 a hi dé, 万) 06 


同 理 得 到 ?在 6;,& 方向 的 导数 ,从 而 正 交 曲线 坐标 系 中 任意 标量 
盟 数 的 梯度 Vy 可 表示 为 


wp 合营 ja+ 估 束 )je+ 估 束 j。。 az 


应 用 式 (I -7), 令 其 中 的 标量 琐 数 9 一 皇 , 由 于 名 对 于 扣 , 名 而 言 
是 独立 的 ,人 它们 之 间 无 痪 数 天 系 ，。 


因而 Vé; = 二 8 9 或 el 一 hl VE& ( II-8) 
1 


义 因 Vx (V5) = 0, 式 中 “xx” 表 示 回 量 的 又 乘 ,或 称 向 量 积 


(cross product ) 


VX(V6 ) 一 Vx 二 


hi 
| 
-一 hh VX el 十 V 矿 -~ ei 
一 0 
应 用 式 ( 了 -7) ,可 得 
] 1 
hs Vx el — El X VO) 
1 oh 1 oon, 1 oh e: ) 
= eX ( hs a6 hih, 7 hh 9 
四 3 1 ah 
Xap ee hh, ge 
1 oh 1 9hs 
同 理 VX €» — hh 及 gE ~ hh, gE (J 9) 
1 ahs， ahs ， 
X80 
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应 用 式 (I-9) 得 单位 向 量 的 散 度 。 吨 
Ve 一 Ve(ey Xei) 
= 2，) i (YX ©; ) » 2 
1 hh 
hshi 96 jj 06 
1 0) 
hih,h: 9 和 6 
Ca) 
hh,hs 0&, 
1 


_ 四 所 
同 理 Ve hh dE 


式 (T-8), 式 (IT-9),. 式 CT-10) 为 三 个 有 关 正 交 曲 线 坐 标 单 位 向 
量 的 基本 关系 式 。 


同 理 V。e2 ( {I-10) 


I .3 正 交 曲线 坐标 中 的 散 度 


令 & = (ay ,us) 代表 在 正 交 曲线 坐标 系 (61 ,名 ,名 ) 中 的 一 
个 问 量 , 则 可 以 表示 为 
U 一 2Uel 十 we 十 23es ( I-11) 
应 用 式 ( 卫 -7) 和 式 ( 工 -10), 可 得 
Ve (te6) = Ww (Ve* el) 十 (CCVHM)》 se 
uw 9(h,h;,) gl 


~ hhhs 38 hi9s 
l 9 (uhshs) 
hih,h; 9 名 

一 1l 9(u hah) 
同 理 V*， (Us€@,) = 太太 大 ee (JD-12) 
-一 ] 9(ushih,) 
则 理 VO 
于 是 任意 向 量 & 的 散 度 为 


467 ， 


yor i 二 Gap) 十 孝 9 (whh,)+ 


hh 
h, hsh, dé 96， EC | 


06, 
(I-13) 
如 果 今 = 二 Vvyg,g 为 标量 函数 , 则 
Veu—m VV. Vp$— vp = AP 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 拉 普 拉 斯 算 子 表示 为 
+ 1 a /hshs 99 9 /hih, 29¢ 
Y 了 一 A 6 ( h) 汉 )+ 汉人 h» 元) 
a /hih, 3$¢ 
+ 站 ( h， 二 ) | (HH-14) 


.4 正 交 曲线 坐标 中 的 旋 度 


首先 表示 出 问 量 & 的 旋 度 Vx & 的 沿 三 个 坐标 轴 的 分 量 : 
VX (ue) = u VXet (Vu) Xel 


me m1 Ll ou 
hh hhoag™” ha" hh a8" 
1 9 (hiu) ] 9(hiui) 
= 盖 -一 一 es 一 一 一 一 63 
hihs 9 hih, df， 
-一 1 9 (h, wu,) 1 oa(h.,wu,) 
同 理 Vx ( 1» es， ) 一 hah a | ea hah de | 人] 
一 了 dhs3u) l od (hus) 
由 
于 是 可 得 
1 9(hsus) gd(h,us) 
Vx “一 h,h; | 9 &, 90&, je 
上 1 | 
hshiLl 96 36 
1 9 (hw ) — | 
十 | 36 3 €3 (HH ]5) 
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又 可 与 为 


hie, h,e; he 
, 1! 19 3 2 
x 四 h) h, h, dé 96, De 
hu h, Hs hs us 
.5 圆柱 坐标 


(IH-16) 


圆柱 坐标 (cylindrical polar coordinates) 中 的 表示 如 图 I -3。 


坐标 轴 : 
人 
拉 梅 系数 

ns hs er hs 
与 直角 坐标 关系 : 


T=rcost, y=rsind, > 一 > 
由 式 (CI-4) 得 
(ds) = (dzr) 十 (rd 的 -十 (dz) 


由 式 ( 工 -13) 得 


Ve 二 二 | 元 (wr) 十 本 (ue) 十 于 A 


= SE 
二 人 元 (HU-17 ) 
由 式 (I-15) 得 
/1 du, du du, du, dug | Us gl 
Vxu= (7 a0 i | 7 
(I-18) 


由 式 (I-7) 得 
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a9 1 2 9 风 (JI_19) 


2 
. ( I-20) 


.6 球 坐 标 


球 坐 标 (spherical polar coordinates) 中 的 表示 如 图 下 -4。 


坐标 轴 : 5 一 7， 了 一 0, 一 
拉 梅 系数 : hi 一 1， h， — 了, h; 一 rsing 


与 直角 坐标 关系 : 


r= rsingcosB, y= rsin0sinB, > = rcosd. 


(ds)* = (dr)’ + (rd): 十 (rsin0dB)’ 
~— (dr)? 十 天 (dg rsin 0(dB)’ ( [0-21) 
] Oo oO 
Ve 一 计 (7) 十- 二 Csinbus) | 5 38 (TI-22) 
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/1 9up uscot0 1 dus 
vxu= (- a 六 et 
l 


本 30 学 六 
+ 1 du, ) 
月 


9 1 ] op 
Ve Ee r» 90 Co 9B 5 


(的 


1 3939/. ,99 1 928 
= 0 = 
rsing jo(sin i rsin0 98” 


(1-23) 


([1-24) 


(I-25) 
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, 香 1 可 i _ 了 


下 .1 复数 


形 如 z= 工 十 iy 的 数 称 为 复数 (complex number) ,其 中 : zyy 
均 为 实数 (real number) ;i 则 是 一 个 符号 ,i 二 Vv 一 1 表示 虚数 单位 。 
zy 分 别 表 示 复 数 z 的 实 部 和 虚 部 ,用 记号 表示 为 
X= 二 Re(X 十 1y) 
y 一 | 
如 果 工 十 i0, 即 y= 二 0 时 ,z 可 以 看 作为 实数 +, 当 0 十 iy 时 , 简 记 为 
iy, 称 为 纯 虚 数 。 
在 平面 上 取 直 和 角 坐 标 系 如 图 下 -1, 用 > 
坐标 为 (zy,y) 的 点 了 表示 复数 > 一 工 十 iy， p 
这 样 复数 就 与 平面 上 的 点 一 一 对 应 ,实数 
与 工 办 上 的 点 一 一 对 应 称 为 实 轴 ,虚数 与 y 
轴 上 的 点 一 一 对 应 称 为 虚 轴 。 D - 
硅 用 问 量 表示 复数 > = 二 工 十 iy, 其中， 
x,y 分别 是 OP 在 zx 轴 和 > 轴 上 的 投影 ;OP 
的 长 度 7r 称 为 复数 z 的 模 , 记 作 | zx |; 而 OF 与 x 轴 正 问 之 间 夹 角 
称 为 复数 > 的 幅 角 , 记 作 argz, 幅 角 的 方向 规定 反 时 针 为 正 。 


( -1) 


图 亚 -1 复数 
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| | arctan 一 ( 三 -2) 


复数 z= x 十 iy 还 可 表示 为 

z= r(cos0+ising) 一 re ( HH- 3) 

复数 = 二 + 一 iy 称 为 复数 > = 

十 iy 的 其 纯 复数 (conjugate complex 

number) ,二 者 对 于 实 轴 (x 轴 ) 是 对 称 
的 ,如 图 亚 -2 所 未 。 

有 一 一 ji 一 re (0-4) 


由 此 可 得 到 
之 十 过 一 2 
ey (OH-5) 轩 时 -< 共 轿 复数 


下 .2 复数 的 运算 
1. 复数 的 加 法 
zl1 十 zz 一 (ri 十 1y) 十 (zs 十 ly ) 
一 Cri 十 To) 十 1 十 2) (人 -6) 
2. 复数 的 减法 
21 一 zZ2 二 《ZX 十 1y1) 一 (xz 十 1ys* ) 
一 (zl 一 ZX2) 十 10y1 一 yo) (=-7) 


复数 的 加 法 和 减法 与 向 量 的 加 法 和 减法 一 致 ,复数 只 是 表明 平面 
上 一 个 点 ,因此 并 无 大 小 可 言 。 
3， 复数 的 乘法 
xiza = (Xi 二 1y1) (rs 十 1ys) 
一 《TIT 一 yy) 二 i(Xriys 十 Xoy1) (JT-8) 
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或 写作 之 1 之 2 一 六 el 。 rr, 6 = 一 7] ret ) (了 -9 ) 


4. 复数 的 除法 


或 可 写 为 
-一 ne 二 一 eil CI-11) 
Z2 re? rr- 
5. 复数 的 磁 方 
zf == (re ”一 r"e™ (MM-12) 
6. 复数 的 对 数 
Inz = ln(re’) = jnr 十 这 《 亚 -3 ) 
7. 复数 乘 以 i 


由 于 es 一 cos 了 十 isin 了 7 一 1, 因而 i 可 以 看 成 一 个 复数 ,内 
不 过 位 于 y 轴 上 。 复 数 = 乘 以 1 并 不 改变 其 模 而 只 是 其 幅 角 增加 一 
个 二, 也 就 是 原来 的 复数 道 时 针 转 一 个 7 角度 ， 


所 以 iz = el(z) »。 re®? = re 人 《21 (I-14) 
8. 复数 的 倒数 
设 复数 为 > = ~e , 则 其 倒数 为 
一 一 一 en CM-15) 
之 7 


二 在 图 上 的 位 置 ,为 图 田 -3 所 示 的 Q 点 说明 如 下 : 以 原点 O 为 


中 心 绘 半径 等 于 1 的 圆 ; 在 Oz 线 上 取 一 点 Q ,使 
O00’ .Oz =1 
则 Q 点 称 为 z 点 相对 于 半径 为 1 的 圆周 的 反 演 点 ,也 称 为 镜像 点 ， 


Q 点 用 复数 表示 为 二 e ;与 Q 点 共 示 的 点 ,也 就 是 Q 点 对 于 以 x 
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轴 (y 二 0) 为 镜面 的 镜像 点 为 Q, 用 复数 表示 则 为 二 e-”, 即 一 的 位 


置 . 而 Q/ 点 应 为 二 的 位 置 。 


图 畦 -3 复数 的 倒数 
如 果 圆 周 半径 为 a, 圆周 外 一 点 z, | < | 之 az 点 相对 于 半径 为 
a 的 圆周 的 反 演 点 位 于 ,该 点 的 模 为 全， 


9， 点 积 与 叉 积 
复数 代表 一 个 向 量 , 两 个 向 量 的 点 积 与 义 积 可 以 复数 运算 关 
系 表 示 。 


设 > 一 Xl 十 1y1 一 Oz1,z, = Xx， 十 1y: 一 Oz; 


则 &1 。 之 一 (Xi 十 1yY1) (Xs 一 1y2 ) 
Cy 十 yiyz) IC.Z1 yz XT2 V1) 
一 Oz) 人 Oz, 一 1 (zl x Oz, | ( HI- 16) 


于 龙 两 个 由 量 的 点 积 Oz, .0Oz: 就 是 = 有 中 的 实 部 ,两 个 向 量 叉 积 
的 绝对 值 | 0z: X DOz: | 为 z1zi 中 的 虚 部 。 
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下 .3 复 变 项 数 


复数 z == x 十 iy 中 的 x 和 y 为 变数 时 ,z 称 为 复 变数 (complex 
variables) ,如 果 另 一 个 复 变 数 忆 与 z 月 数 关 系 ,w 二 F(z), 则 ww 
称 为 z 的 复 变 申 数 .注意 : 这 里 的 函数 着 重 说 明 复 变数 与 男 一 复 
变数 之 间 一 一 对 应 的 关系 。 
例如 : 忆 一 下 (z) = $+iy 

则 一 ?Ti 一 PCzy) 十 i 户 (zyy) (HT-17) 
可 见 : 给 定 一 个 复 变 函数 w = F(z) ,就 等 于 给 定 两 个 售 有 两 实 变 
数 的 函数 ?= f1 (rz,y) ,y= 户 (z,y)。 如 果 把 > 安置 在 一 个 复数 平 
面 上 ,把 ww 安置 在 男 一 个 复数 平面 上 , 则 这 个 复 变 了 涌 数 就 可 以 看 
作 : 把 z 平 面 上 的 点 的 集合 M 映 到 思平 面 上 点 的 集合 N 上 的 某 一 
个 映 姥 或 称 变换 。 


.4 解析 消 数 


如 末 图 数 F(z) 规定 在 zo 的 茶 一 个 邻 域内 (包括 zo。 点 本 号 )， 
并 且 
lim F(z) 一 F(zo) (DH-18) 
则 哨 数 F(z) 就 称 为 在 点 zo 处 是 连续 的 .显然 ,要 F(z) 在 点 zo 处 
连续 ,其 必要 和 充分 条 件 是 ?= fi (rx,y),V 二 f(x,y) 这 两 个 函 
数 都 在 点 (zs ,yo ) 处 连续 。 
设 了 水 数 F(z) 是 规定 在 点 z 的 某 一 个 邻 域 内 的 ,如 果 极 限 
jim 2+ AZ) — Fz) (WW-19) 


Az 一 0 AZ 
存在 , 则 F(z) 在 点 z 人 处 是 可 微 的 ,这 个 极限 称 为 消 数 F(z) 在 点 z。 
处 的 导数 , 记 作 F(z) 。 在 一 个 区 域 忆 的 每 一 点 处 都 可 微 的 函数 称 
为 在 这 个 区 域内 的 解析 蚂 数 (analytic function) ,注意 : 这 里 所 讨 
论 的 晒 数 都 是 假定 为 单 值 的 。 
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设 项 数 下 (z) 一 宙 zy) 二 ig%Czryy) ,规定 在 点 = 的 基 一 邻 域内 ， 
而 且 $8(zx、y),J(zx,y) 两 个 函数 在 点 z 处 都 是 可 微 的 , 复 变 图 数 
F(z) 在 点 z 处 可 微 的 必要 与 充分 条 件 是 在 此 点 处 
0 CIEL20) 


ms Ce 


dr 9y Oy ar 
这 两 个 等 式 ( 亚 -20) 成 立 , 称 为 柯 西 - 黎 曼 条 件 。 


FFC(z) = lim 
各 和 


F(z Az)— F(z2) Cay 
人 

仔 在 。 假 定点 z 十 Az 沿 平行 于 实 轴 的 直线 而 趋 于 = 点 ,也 就 是 说 

Az 一 Az 一 0,Ar 始 终 你 持 为 实数 ,于 是 得 到 


F(z) a lim A A) 
dr—0 A 


Ts VX AT,Yy)— yr,y) 


Ar AT 
-2 +i (Cb) 
骨 假 定 x 十 Az 沿 平 行 于 虚 轴 的 直线 而 趋 于 > 点 ,也 就 是 说 Ax = 


iAy, 而 且 Ay 一 0,Ay 始终 保持 为 实数 ,于 是 得 到 
P(x,y 十 Ay) 一 P(x,y) 


Yr 人 0 1AYy 
ein CT A (0) 
上 IAy 
ii38， 9 
(CC) 
比较 式 (b) 与 (c), 知 
9 .gp .9$ 93y 
人 (d) 
由 此 得 
并 = 区 ， 焉 一 区 CI 207) 
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即 柯 西 - 黎 曼 条 件 。 
可 以 证 明 任 意 两 个 正 交 方 向 ,都 可 以 得 到 柯 西 - 黎 曼 条 件 。 所 


以 解析 函数 的 一 个 特点 : 就 是 函数 的 导数 F'(z) = 于 与 求 导 的 


方向 无 关 ,因此 宁 = 守 一 于 一 
之 z y 
由 式 ( 亚 -20) 的 第 一 等 式 对 之 求 导 与 第 二 等 式 对 y 求 导 相 
加 ,可 以 得 到 
gp 99 
gz gy’ 
同样 ,由 式 ( 五 -20) 的 第 一 等 式 对 y 求 导 与 第 二 等 式 对 x 求 导 相 
减 ,可 以 得 到 


一 0 ( [OH-21) 


oy oy _ 
J ty 0 ( 亚 - 22) 


可 见 : 任何 解析 晒 数 F(Cz) = ?十 iy 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 拉 普 拉 
斯 方程 的 解 都 是 调和 函数 (harmonic function) ,所 以 8(x,y) 和 
wzyy) 都 是 调和 畏 数 。 


开 .$ 奇 点 


对 于 国 数 F(z), 奇 点 就 是 这 样 的 一 个 点 ,在 该 点 处 F(z) 不 是 
解析 的 。 如 果 F(z) 在 zo 点 不 解析 ,但 在 zo 的 令 域 F(z) 都 是 解析 
汕 数 ,z。 就 称 为 F(z) 的 孤立 奇 点 (isolated singular point)。 从 物 
理 上 看 , 奇 点 一 般 是 在 理论 上 流速 趋 于 无 穷 大 或 等 于 零 的 点 。 


下 .6 科 西 定理 
如 果 函 数 F(z) 在 一 个 单 连通 域 品 内 是 解析 的 , 则 该 域内 两 点 

之 间 曲 线 积分 | F(z)dz 与 路 径 无 关 。 由 此 得 到 
中 Fodz _ 0 CIT-23) 
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即 当 ECz) 在 单 连通 域 内 解析 , 则 沿 任意 一 条 在 忆 内 的 封 厅 曲 
线 工 的 积分 都 等 于 0, 称 为 科 西 定理 (Cauchy’”s theorem ) 。 


亚 .7 复 变 项 数 的 高 阶 导 数 


如 果 F(z) 在 以 上 为 封闭 边界 的 域 D 内 是 解析 的 ,那么 它 在 
D 内 的 每 一 点 处 都 具有 各 阶 导 数 , 并 且 也 都 是 解析 的 。n 阶 守 数 
可 用 下 式 表 示 : 


FD) 
F (z0) = 2 D7 ,de n 之 1 《〈 亚 -24) 
而 且 绥 数 在 习 0 点 可 表示 为 
| F(%) - 
Hw ee (25) 
下 .8 用 级 数 表示 解析 函数 
1. 泰勒 级 数 
如 果 肾 数 F(z) 在 任何 一 个 以 点 zo 为 中 心 的 开 圆 内 (Cr< ro ) 是 
解析 的 ,都 可 用 泰勒 级 数 来 表示 。 
F(z)=F() + (se) (0) + 3 Es) + 
(I-26) 


当 x 王 0 时 ,这 种 特殊 情况 下 的 级 数 称 为 麦克 劳 林 级 数 


(Maclaurin’s series)., 


下 面 列 出 几 个 初等 清 数 的 泰勒 展开 式 : 
er 二 1 十 z 十 车 十 委 十 … 对 任何 z 值 收 钱 《下 -27) 
slnz 一 之 一 和 二 条 一 对 任何 z 值 收 僵 ” (了 全-28) 
0 对 任何 z 值 收 钱 (本 -29) 
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2 3 
In(I 十 >) 一 > 一 广 十 可 一 …… 对 |z| 过 1 收敛 〈 亚 -30) 


0 十 六 一 1 二 az 十 从 3 本 十 全 人 本寺 


对 |z| 扩 1 收 化 《〈 亚 -31) 
2， 岁 朋 级 数 
泰勒 级 数 是 用 来 表示 圆 形 区 域内 的 解析 图 数 ， 罗 上 天 级 数 则 是 
用 来 表示 一 个 环形 区 域内 的 解析 晒 数 。 
设 函 数 F(z) 在 7o 二 r 二 7 的 环形 区 域内 处 处 解析 ,环形 的 中 
心 点 位 于 zo , 则 F(z) 可 以 下 列 级 数 展开 : 
F(z)= f(z)+ f(z) 


fi(z)= > C_,(z 一 zo) ", 


1 Fé) 
CC, 加 2 元] | (E— zo) "7 


fi(z)= >, C,(z—zo)”, 
于 = 站 


1 F(é) 
= | CE ri de Nn 


de 7 一 1 23，… 


0， ] ,2 


或 与 为 


十 Ci (z 一 zo) 十 Cs (z 一 zo) 十 :…* 《下 -32) 
式 中 : 上, 表示 7 二 76 的 内 边界 ;Li 表示 7 二 7 的 外 边界 。 
应 (z) 部 分 称 为 罗 朋 级 数 的 主要 部 分 (principal part) 而 f(z) 
称 为 罗曼 级 数 的 正则 部 分 (regular part)。 罗 天 级 数 当 ”一 0, 则 
主要 部 分 消失 ,从 而 变 为 泰勒 级 数 。 
如 果 把 f(z) 与 f(z) 写 为 统一 的 形式 ,可 以 得 到 


F(z)= 也 Cz— zo )” 〈《 亚 -33 ) 


人 nr 二 于 -ts TI 


两 个 圆周 L 与 Li 可 以 用 任 一 圆周 ~: | 一 zj 一 2 来 代替 ,于 是 


1 下 《6) | 
en 一 Se 二 ,十 过， pa 


即 为 罗 衣 展开 式 。 
页 .9 留 数 定理 


议 忆 之 0 是 丫 数 F(z) 的 一 个 孤立 奇 吕 ,rr 是 以 之 0 为 圆心 的 革 
一 个 足够 小 的 圆周 ,|z 一 zo| 二。, 则 数 


1 
zi | F(x)de (I-35) 
称 为 F(z) 在 奇 点 zo 处 的 留 数 , 记 作 resF(z)。 当 pp 足够 小 时 , 留 
数 的 值 与 o 无 关 。 
由 式 ( 人-34), 当 n= 二 一 ] 可 导出 
~ Nr _ 
resF(z) = | FCs)dz=C. (WH-36) 


就 是 说 : 因数 F(z) 在 一 个 奇 点 zo 处 的 留 数 等 于 F(z) 在 zo 的 邻 
域内 的 罗 朗 展开 式 中 一 1 次 害 项 的 系数 (CC_1 )。 

设 肾 数 F(z) 在 区 域 D 的 边界 上 连续 ,在 区 域 的 内 部 除了 
有 限 多 个 奇 点 zi ,zyvzs，…z 外 ,处 处 解析 , 则 


| Fz) dz=2ri ) resF(s,) (QI-37) 
L & 一 1 


此 式 称 为 留 数 定理 。 

留 数 定理 的 重要 性 在 于 人 它 使 得 一 个 大 范围 内 的 量 ( 如 沿 一 条 
有 限 的 财 曲 线 的 积分 ) 的 计算 化 成 对 一 些小 范围 内 的 量 ( 如 留 数 ) 
的 计算 。 


了 .10 奇 点 的 类 型 


为 了 计算 解析 函数 在 荣 些 奇 点 如 zs。 处 的 留 数 , 须 将 孤立 奇 点 
zo 按 F(z) 在 其 邻 域 中 的 情况 分 为 三 种 类 型 ， 
"48] 。 


1 可 去 育 点 (removable singularity) 
如 果 F(z) 在 孤立 奇 点 zo 处 有 一 个 有 限 的 极限 limF(z) 和 存在 ， 


zo 称 为 可 去 奇 点 。 这 时 F(z) 在 zo 的 邻 域 的 罗 关 展开 式 中 不 含 主 
要 部 分 。 
2. 极点 (pole) 
如 采 当 > 趋 近 于 xz。 时 ,了 黄 数 F(z) 是 无 限 大 , 即 
lmF(z)=% 
则 z。 称 为 极点 。 在 zx 的 邻 域 内 函数 FGz) 的 罗 明 展开 式 的 主要 
部 分 只 包含 有 限 多 个 项 , 即 


Cn 。。。 Ci S yy 
P= tt et 2 C(x zo ) 


这 个 展开 式 中 最 先 的 负 适 次 项 的 次 数 mx 即 为 极点 的 阶 (order)。 
如 果 zx 是 m 阶 极 点 , 则 (z 一 zo)"F(z) 为 解析 的 。 

如 果园 姑 级 数 的 主要 部 分 只 包含 与 (zx 一 zo) 成 比例 的 一 个 项 ， 
也 就 是 说 m 二 1, 则 z。 称 为 简单 极点 (simple pole)。 

3. 本 性 奇 点 (essential singularity) 

如 有 条 一 个 级 数 在 z 点 邻 域内 展开 为 罗 朗 级 数 ,该 罗 朗 级 数 的 
主要 部 分 中 包含 有 无 穷 多 个 项 ,也 就 是 式 ( H-34) 中 有 无 穷 多 个 
C-_,; 则 称 zo 为 函数 F(z) 的 一 个 本 性 奇 点 。 对 于 本 性 奇 点 limF(z) 


不 存在 。 
如 有 果 否 点 的 邻 域 中 图 数 不 是 单 值 的 , 称 这 种 奇 点 为 分 支点 。 


下 .11 留 数 的 计算 
解析 函数 F(z) 在 奇 点 x。 处 的 留 数 可 用 以 下 方法 进行 计算 。 
(1) 在 x% 处 展开 函数 F(z) 为 级 数 ,级 数 中 一 一 项 的 系数 


C.1 即 为 留 数 。 这 是 计算 留 数 的 基本 方法 ,对 各 种 奇 点 普遍 适用 。 
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resF (2) =—limgr Ty Ti -一 a zo)”"F(z) |] 《 亚 -38) 


(3) 如 之 0 为 简单 极点 , 留 数 为 
resF(z)—=lim(z— zo ) Fz) 《下 -39 ) 
(4) 如 水 数 F(z) 为 两 个 在 点 z。 邻 域 处 解析 消 数 的 商 ,FF(z) 二 


pl\z) = Q(z ) 二 0,49(w ) 尖 0,p(zo) 了 尖 0, 留 数 为 
ga(z) dz 


resF(z) =lim-- (全 -40) 
4 CC 


0 


dz 
(5) 可 去 奇 点 的 留 数 为 零 。 
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名 词 索 引 
按 汉语 拼音 顺序 排列 ) 


A 
爱 因 斯 坦 求 和 约定 Einstein summation convention 14,454 
阿 基 米 德 原理 Principle of Archimedes 86 
B 

巴特 勒 球 定 理 Butler’s Sphere Theorem 296 
巴 斯 加 原理 Pascal principle 82 
白金 汉 x 定理 Buckingham rtheorem 100,107 
控 动 水 著 oscillating jump 351 
半 体 half body 287 
包 线 envelope 412 
保 角 变换 comformal transformation 226 
保守 力 conservative force 60 
本 构 方 程 constitutive equation D] 
本 性 奇 点 essential singularity 482 
比 定 容 热 容 specific heat capacity at 

constant volume 9 
比 定 压 热 容 specigic heat eapacity at 

constant pressure 9 
比 能 specific energy 329 
比拟 analogy 120 
比 容 specific volume 149 
边界 层 boundary layer 42,134,146 
边 值 问 题 boundary value problem 280 
变换 transformation 224,476 
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变态 模型 

标量 
标准 大 气压 强 
表面 张力 
表面 张力 波 
表面 重力 波 
并 矢 

波长 

波 陡 

波峰 

波幅 
波幅 谱 
波 腹 

波 高 

波 谷 

波 角 

波浪 射线 
波浪 浅 化 
波浪 中 线 
波 能 

波 前 

波 群 

汲 数 

波 数 守恒 
波束 

波纹 

波 周 期 
波状 水 路 
但 努 利 常数 
伯 努 利 方程 
但 努 利 积分 
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distorted model 
scalar 

standard atmosphere 
surface tension 
capillary wave 
surface gravity wave 
dyad 

wave length 

wave steepness 
Wave Crest 

wave amplitude 
amplitude spectrum 
anti 一 nodes 

wave helght 

wave trough 

wave angle 

Wave Tay 

wave shoaling 

mean watel level 
Wave energy 

wave {ront 

Wave group 

wave number 
conservation of crests 
wave packet 

wave pattern 

wave period 

undular jump 
Bernoulll constant 
Bernoulli equation 


Bernoulll integral 


366,379 
380 
379 
306,380 
41» 
406 
379 
379 
362,435 
419 
419 


落 壁 卉 

不 可 压缩 流体 

不 恒定 伯 努 利 常数 

布 拉 休 斯 关于 柱 体 爱 力 
的 第 一 定律 

布 拉 休 斯 关于 柱 体 受 力 
的 第 二 定律 

不 连续 波 

不 完全 驻 波 

布 耶 尔 克 涅 斯 定理 


测 管 水 头 
侧面 边界 条 件 
层 流 

长 波 


超 高 

音速 
触 变性 流体 
船 池 
船体 尾 流 
船 行 波 
船 行 波 波纹 
重复 指标 


达 明 贝尔 疑 题 
单位 
单位 向 量 
单位 张 量 
当地 变化 率 


sharp -crested weir 
incompressible fluid 
unsteady Bernoulll constant 
Blasius first theorem for 
force on a body 
Blasius second theorem for 
{orce on a body 
discontinuous wave 
partial standing wave 
Bjerkness principle 

C 
piezometric head 
lateral boundary condtion 
laminar flow 
long wave 
length scale 
field 
wave set up 
suUpersonic 
thixotropic flud 
towing tank 
wake flow 
ship waves 
ship-wave pattern 
repeated index 

D 
D Alembert paradox 
unit 
Unlt vector 
Kronecker delta 


local derivative 


345 


196 .304 


导热 系数 
等 篇 流 场 
等 热线 
等 温 流 场 
狄 利 死 雷 条 件 
把 测 
定 倾 半径 

定 倾 高 度 
定 倾 中 心 
动量 方程 
动量 通 量 张 量 
动 水 压强 

短 峰 波 

源流 
断面 比 力 

洱 面 环流 


一 次 流动 
反射 


反射 波 
反射 系数 


非 恒 定 急 变 流动 
非 恒 定 渐 变 流 动 


非 粘 性 流体 
非 咎 强 流 体 
分 离 变 量 法 
分 文 点 
防波堤 
浮力 

浮 体 
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thermal conductivity 
isentropic flow field 
equipotential line 
isothermal flow field 
Dirichlet condition 
point vortex 
metacentric radius 
metacentric height 
metacenter 
momentum equation 
momentum {lux tensor 
hydrodynamic pressure 
short-crested wave 
surge 
specific force 
circulation current 

下 
secondary current 

F 
reflection 
reflection wave 


reflection coefficient 


rapidly varied unsteady {low 


gradually varied unsteady {flow 


inviscid fluid 

non— Newtonian fluid 
separation of variables 
branch point 
breakwater 

buoyancy 


{loating body 


of 
78 
173 
78 
171,383 
157 
92 
89 
89 
46 
47 
/4 
418 
367 
GD 
300 


301 


235,482 
41 1 

86 

87 


浮 心 
幅 角 
辐射 条 侍 
弗 劳 德 数 
复 变 函数 
复 变 数 
复 势 
复数 
复 速度 
辅助 平面 
附加 质量 张 量 
负 断 流 
附着 涡 


高 斯 公式 

高 斯 积分 定理 
格林 第 一 恒等式 
格林 第 二 恒等式 
格林 第 三 恒等式 
格林 互 逆 定理 
各 问 同 性 

攻 角 

共 斩 复数 

共 辑 晒 数 
共 斩 水 深 

代 立 奇 点 
惯性 和 矩 
惯性 水 头 
惯性 中 心 
国际 单位 制 


center of buoyancy 
argUment 
radiation condition 
Froude number 
complex Function 
complex varlabje 
complex potential 
complex number 
complex velocity 
auxiliary plane 
added mass tensor 
negative surge 
bound vortex 

G 


Gauss equation 


Gauss’” integral theorem 
Green’s first identity 
Green’s second identity 
Green’s third identity 


Green’s reciprocal theorem 


1SOtropic 


attack angie 


conjugate complex number 


conjugate function 


conjugate depths 


isolated singular point 


inertia moment 
inertia head 


center of wnertia 


International System of units 


80 
178,473 
420 
125,328 
167,476 
476 

177 

47< 

178 

2 


17,452 
300 


473 
183,207 
349 
478 


过 渡 段 


哈密 尔 顿 算 寺 

海 墙 

玄 姆 霍 效 方程 

交 姆 盘 兹 速度 分 解 定理 


效 姆 秆 兹 涡 量 方程 
模 波 

人 恒定 流动 

后 缘 

滑 移 


激流 
极 曲 线 
极点 
搜 变 流动 
急流 
几何 阴影 区 
迹 线 

和 启 单 极点 
渐变 流动 
降水 曲线 
交 义 波 
阶 

节操 
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transitory zone 

H 
Hamilton operator 
seawall 


Helmholtz equation 


FHelmholtz velocity decomposing 


theorem 


Helmholtz vorticity equation 


transverse wave 
steady flow 
tralling edge 
slip 
circulation 
subcritical flow 
restoring force 
sink 

J 
shock wave 
drag polars 
pole 
rapidly varied {flow 
supercritical {low 
geometric shadow 
path {ine 
simple pole 
gradually varted flow 
drawdown curve 
CrOss Wave 
order 


nodes 


337 


14,450 
411 
4d27 


37 

136 
437 

60 

219 
146 

26 

323 
379 
26,18] 


361 
223 
482 
69 
323 
425 
19 
482 
69 
341 
361 
450 ,482 
406 


解析 是 数 
解析 延 折 
进行 波 

静水 压强 
绝对 压强 
均匀 流动 


开尔文 定理 
开尔文 棉 形 域 
科 氏 加 速度 

科 氏 力 

柯 西 一 黎 曼 条 件 
柯 西数 


可 去 奇 点 
控制 体 


库 塔 一 儒 可 夫 斯 基 定 律 
库 塔 一 儒 可 夫 斯 基 升 力 
库 塔 一 和 儒 可 夫 斯 基 条 件 
快艇 

竣 坝 波 


! 阶 勒 让 德 多 项 式 
拉 格 裔 日 定理 
拉 格 朗 日 法 

拉 格 朗 日 流 函 数 

拉 普 拉 斯 方程 

拉 普 拉 斯 算 子 

拉 梅 系数 

兰 金 体 

兰 姆 一 葛 罗 米 柯 方程 
勒 让 德 方程 式 


analytic function 
analytical continuation 
progressive wave 
hydrostatic pressure 
absolute pressure 
uniform flow 

K 
Kelvin theorem 
Kelvin wedge 
Coriolis acceleration 
Coriolis force 
Cauchy— Riemann condition 
Cauchy number 


removable singularity 


control volume 
Kutta— Joukowski law 
Kutta 一 Joukowski lift 
Kutta— Joukowski condition 
speed boat 
dam break wave 

L 
Legendres polynomial of order | 
Lagrange theorem 
Lagrangian discription 
Lagrange stream function 
Laplace equation 
Laplace operator 
Lame coefficient 
Kankine body 
Lamb— Tpomeko equation 


Legendre's equation 


81 
10 ,332 


141 

437 

2 
65,154 
167,477 


82 
142 

12 

274 
40,162 
40,55 
465 


雷诺 输 运 方程 
雷 讳 数 
理想 赛 厄 姆 流体 
理想 流体 

力 

力 执 蚊 数 
立体 角 

连续 方程 
连续 介质 假设 
连续 流 

量 纲 

量 纲 分 析 

量 岗 和 谐 原 理 


临界 冲 角 
剧 盘 底 坡 
临 罕 流 
临界 流速 
临界 水 深 
留 数 

留 数 定理 
流动 性 
流 管 
流质 数 
流量 系数 
流速 势 
流速 势 甬 数 
流速 水 头 


流 态 


Reynolds transport equation 


Reynolds number 

ideal Bingham {luid 
ideal fluid 

force 

force potential function 
solid angle 

continuity equation 
continuum hypothesis 
continuous wave 
dimension 

dimensional analysis 
The principle of dimensional 
homogeneity 

critical attack angle 
critical slope 

critical flow 

critical velocity 

critical depth 

residue 

residue theorem 
fluidity 

stream tube 

stream function 
discharge coefficient 
velocity potential 
velocity potential function 
velocity head 

{low regime 

fluid 


material line 


16 
42,111,126 
1 
] 1 
4< 


367 
63,100 
99 

104 


203,48] 
201 


流体 质点 
流 网 

流 线 

流线型 体 
罗 宾 条 件 
罗 并 级 数 
螺旋 流动 


马赫 数 
马赫 锥 
麦 死 萎 林 级 数 
受 于 公 却 
贸易 风 

密度 

面积 力 

明 槽 水 流 运动 
模 

模型 


纳 维 一 斯 托 殉 斯 方程 
内 波 

内 能 

能 量 通 量 
拟 塑 性 流体 
粘度 (粘性 系数 ) 
粘性 

粘性 流体 
粘性 应 力 张 量 
条 性 阻力 
凝聚 态 

牛顿 流体 


{fluid particle 
flow net 
streamline 
streamlined body 
Robin condition 
Laurent series 
spiral flow 

M 
Mach number 
Mach cone 
Maclaurin’ s series 
Manning formula 
trade wind 
density 
surface force 
open channel flow 
modulus 
model 

N 


Navier— Stokes equation 


internal wave 
internal energy 
energy flux 


pseudoplastic fluid 


coefficient of viscosity 


VISCOSIty 


viscous fluid 


VISCOUS Stress tensor 


viscous drag 
condensed state 


Newtonian fluid 


4 

174 

19 

0 
i171 
480 

31 ,356 


10,127 .328 
328 

479 

105 ,334 
lo1 

4 

44 

313 
178,472 
127 


牛顿 数 
诺 依 坚 条 件 


欧 拉 法 
欧 拉 方程 
欧 拉 数 
偶 极 第 
偶 极 二 


膨胀 性 流体 
定理 
侦 应 力 张 量 
片 涡 

频率 
平面 波 
平面 势 流 
泊 松 方程 


言 点 

贩 点 

起 动 涡 
迁移 变化 率 
迁移 变化 项 
前 绿 

潜 体 

浅 化 系数 
浅水 波 
强 水 区 
球 坐 标 

届 服 点 


趋 近 流速 水 闲 


* 494 。 


Newton number 
Neumann condition 
O 
Eulerian description 
Euler equation 
Euler number 
dipole strength, dipole moment 


doublet 


dilatant 
™-theorem 
deviatoric stress tensor 
sheet vortex 
{requency 
plane wave 
plane potential {low 
Poisson equation 

Q 
singular point, singularity 
cusp 
Starting voOrtex 
convective derivative 
convective term 
leading edge 
submerged body 
shoaling coefficient 
shallow water waves 
strong jump 
spherical polar coordinates 
yield point 


approaching velocity head 


119 
171,383 


157,478 
438 

251 

14 

60 


群 速度 


扰动 力 

统 射 

绕 射 系数 

热 通 量 

容积 粘度 

俑 可 夫 斯 基 变 换 
储 可 夫 斯 基 愤 型 
颂 可 夫 斯 基 灶 型 族 
人 射流 

昼 水 区 


散 度 

散 诉 

色散 关系 式 
色 线 

深水 波 

升力 

升 阻 比 

失速 

施 瓦 效 一 克里斯托弗 变换 
湿 周 

实 部 

实数 

时 间 比 斥 

视 质 量 
斯 特 劳 哈 泵 数 
斯 妹 尔 定律 
斯 托 殉 斯 定理 
斯 托 克 斯 流 晒 数 


group velocity 

R 
disturbing force 
diffraction 
coefficient of diffraction 
heat flux 
bulk viscosity 
Joukowski transformation 
Joukowski airfoil 
Joukowski family of airfoils 
incident wave 
weak jump 

S 
divergence 
diverging wave 
dispersion relation 
streak line 
deep water wave 
lift 
jift drag ratio 


stall 


Schwarz— Christoffel transformation 


wetted perimeter 
real part 

real number 
time scale 
apparent mass 
Strouhal number 
Snell law 
Stokes’ theorem 


Stokes’ stream function 


414 


319 
416 
428 
ot 

203 

2 
2605 
2 
405 
350 


18,451 
437 

392 

二 

395 
31,196,216 
re 

223 

<08 

319 

177 ,472 
472 

l1y 

311 

124 


水 跌 

水 力 半 径 
水 力 坡度 
水 面 超 商 
水 头 损失 
水 既 

水 路 长 度 
速度 比 尺 
算 子 

塑性 流体 


泰勒 级 数 

梯度 

体积 力 

体积 弹性 模 量 
调幅 波 

英和 哺 数 
晤 制 

同 量 

同一 变换 


hydraulic drop 
hydraulic radius 
hydraulic gradient 
super elevation 
head loss 
hydraulic jump 
length of jump 
velocity scale 
operator 
plastic fluid 

T 
Taylor series 
gradient 


body force 


modulus of elasticity 


amplitude modulated wave 


harmonic function 

modulate 

idem 

identity mapping 
W 

camber 

bend 

Perfect reflection 

perfect gas 

Weber number 

translatory wave 

elevation head 

steady jump 

staflonary phase 


turbulent flow 


343 
105,319 


33,389,479 
450 
44 


444 
126 


疯 

涡 管 

涡 管 强度 
涡 环 
况 量 
讽 面 
痪 丝 

痪 骨 量 
闹 线 


无 穿 透 条 件 
无 请 移 条 侍 


无 散 同 量 
无 涡流 动 
物理 平面 
物质 导数 


系统 
显著 波形 
相差 
相对 粗粮 
相对 厚度 
相似 原理 
相似 准 数 
相对 压强 
相位 
相位 咕 数 
相位 速度 
同 尾 方 问 
问 量 

中 量 积 
谐 波 


VOTLEX 

vortex tube 

vortex strength 

vortex ring 

vOrtIclty 

vortex sheet 

vortex filament 

vorticity {flux 

vortex line 

impermeable condition 

no ship condition 

solenoidal vector 

irrotational flow 

physical plane 

material derivative 
入 

system 

significant wave 

phase shift 

relative roughness 

relative thickness 

principle of similitude 

similarity parameter 

Page pressure 

phase 

phase function 

phase speed 

onshore direction 

VECTOr 

cross product 


sinusoldal wave 


181 
31 
32 
137 
26 
159 
3 
二 
31 
06 
095,146 
1 8 
29 
2 
14 


斜 水 牙 


和 斜 癌 扩张 波 


斜 压 流体 
谢 才 系数 
兴 波 阻力 
形状 阻力 
虚 部 
旋 度 


讨 力 中 心 
压 吧 F 


庄 强 感应 系数 


床 吗 水 头 
压强 性 
亚 音 速 


雅 可 比 行列 式 


垢 
堰 顶 溢 流 
沿岸 方向 
路 高 
路 后 水 深 
跃 前 水 深 
深 型 
辟 型 厚度 
要 弱 
过 展 
音速 
映 身 
应 力 张 量 
秦 水 曲线 
有 势 流动 


学 498 蝇 


oblique hydraulic jump 
oblique expansion wave 
barochinic fluid 
(Chezy coeificient 
Wave resistance 
form drag 
imaginary part 
curl 

Y 
center of pressure 
pressure 
pressure -response function 
pressure head 
compressibility 
subsonic 
Jacobian 
Welr 
overflow through weirs 
longshore direction 
height of jump 
sequent depth 
initial depth 
airfoil 
thickness 
chord 
span 
sound speed 
mapping 
stress tensor 
backwater curve 


potential {flow 


177 
26,451 


328 
15,460 
$45 
345 
420 
349 
349 


224,476 
44 

341 

39 


有 势力 
有 势 向 量 
有 涡流 动 
圆 频率 
圆柱 坐标 
原型 
元 流 


运动 粘度 (运动 粘性 系数 ) 


糙 率 

展 弦 比 
张 量 

折射 

折射 系数 
震 北 性 流体 
振动 波 
正常 水 深 
正 断 波 

正 交 曲线 坐标 系 
正 压 流体 
正则 调和 函数 
置换 张 量 
中 线 ( 辟 型 ) 
重度 
重力 波 
周 线 

轴 对 称 流动 
主轴 

驻 波 

驻 点 


potential force 
potential vector 
rotational flow 
SOUrce 
radian frequency 
cylindrical polar coordinates 
prototype 
stream filament 
kinematic viscousity 

£ 
roughness coefficient 
aspect ratio 
tensor 
refraction 
refraction coefficient 
rheopectic fluid 
Osclllating wave 
normal depth 
positive surge 
orthogonal curvilinear coordinates 
barotropic fluid 
regular harmonic function 
alternating tensor 
mean chamber line 
Specific weight 
gravity wave 
contour 
axisymmetric flow 
principal axes 
standing wave 


stagnation point 


2 
26,181 
38 ] 


105 ,334 
220 
449 


403 
02,78 
310 
260,456 
219 


驻 点 流动 
日 由 表面 
自由 小 分 布 晴 数 
日 由 次 

自由 指标 

总 水 头 

阻力 

最 大 相对 容 度 
作用 力 比 人 


* 000 。 


stagnation point flow 

{ree Surface 

{ree -wave distribution function 
free vortex 

free index 

total head 

drag force 

maximum relative camber 


force scale 


186 
3,58,313 
436 

184 

454 

6 3 

2<21] 

219 

]15 
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62 
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220 
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